Dérivation des fonctions Spécialité mathématiques

Premiere générale

Fonctions dérivée, tangentes et variations des fonctions
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I - Echauffements - Rappels

Exercice 1
a) Rappeler la définition de la courbe représentative de la fonction f. Illustrer graphiquement.

b) Soit f la fonction définie par I'expression f(x) = 22 —x — 3.

a) Indiquer les points qui appartiennent a Cy : A(2;5), B(—2; —13), C(5;42) et D(—5;52)

b) Calculer les coordonnées des points d’intersection de C; avec 'axe des ordonnées, puis avec I'axe
des abscisses.

Exercice 2

a) Tracer dans un repere les droites d’équations y = 2x — 1 et y = —z + 2.
Calculer les coordonnées de leur point d’intersection.

b) Une droite passe par les points A(2;1) et B(4;3). Tracer cette droite et lire graphiquement son coef-
ficient directeur.

Déterminer ce coefficient directeur par le calcul.

c) Reprendre la question précédente avec la droite qui passe par les points C'(—1;2) et D(3; —1).

d) Déterminer I’équation réduite de la droite qui passe par les points E(0;12) et F'(3;3).
Quelles sont les coordonnées de son point d’intersection avec 1’axe des abscisses ?

e) La droite d qui passe par G(2;3) et H(12;11) et la droite d’ qui passe par I(—2;—5) et J(3;—1)
sont-elles paralleles ?

Exercice 3 Sortie de route
La courbe suivnate est celle d’un circuit automobile sur lequel les véhicules circulent dans le sens horaire
inverse (ou sens trigonométrique). Au sud du circuit se trouve une tribune pour les spectateurs.
Lorsqu’un pilote perd le controle de son véhicule, sa trajectoire devient alors rectiligne (et uniforme, cf.
physique...).
a) Un pilote perd le controle en A. Dessiner sa trajectoire

ensuite.

b) Le point extréme de la tribune est le point 7.
Un autre pilote perd le controle en B. Dessiner sa tra-
jectoire : percute-t-il la tribune ?

c) Entre A et B la courbe du circuit est la courbe de la

1

fonction f(x) = —. Le point B a pour abscisse 2 tandis
x

T a pour abscisse 3,5, (OT') étant 'axe des abscisses.

La tribune sera-t-elle épargnée par le véhicule qui a
perdu le controle en B.

Nous répondrons a cette question, exactement, plus
tard. ..

Pour I'instant, on note C' le point sur le circuit entre A @ T
et B et d’abscisse 1.

La droite (C'B) passe-t-elle par la tribune au sud?
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Exercice 4 On considere le demi-
cercle C de rayon 1.

Tracer les tangentes a C aux points
d’abscisse —0,5, 0, 0,5 et 1.

IT -

Exercice 5 La courbe Cy, représentative d'une fonction f, est
donnée ci-dessous. Construire les tangentes a cette courbe aux
points d’abscisses —5; —4; 0; 2, 4 et 5.

A

T et EEE R Fo-r--To-T

Exercice 6 Soit f la fonction carré et C; sa
courbe représentative dans un repere orthogonal.

On note A, My, M et Ms les points de Cy d’abs-

cisses respectives 1, 2, 3 et 4.

1. Tracer sur une figure C; et placer les points

A7 M17 M27 M3'

2. Calculer les coeflicients directeurs des droites

(AMs3), (AMs) et (AM,).

3. Soit un nombre réel h > 0, et M le point de

C; d’abscisse 1 + h.

Donner une expression du coefficient direc-

teur my, de la droite (AM).

| | |
| | |
TPy Y S R
| | |
| | |
———F——t-—+-——4
| | |
| | |
——-r--T--T1-—9

Nombre dérivé en a d’une fonction

A

4. Compléter le tableau : Cy
h |1 0,5 0,1 0,01 | 0,001 | 0,0001
mp

5. Que se passe-t-il lorsque h se rapproche de 07
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Définition Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
e Pour tout nombre réel a € I non nul et tel que (a+h) € I, on appelle taux d’accroissement,
ou taux de variation, de la fonction f en a, le nombre

+(py = {01 = S0

Ce taux est le coefficient directeur de la sécante a la courbe entre les points A et M de la
courbe d’abscisses a et a + h.

A

fla+h)|-=--—mm e

Y

|
|
|
|
|
|
|
|
| |
| |
| |
| |
| |
/ a a+t+h

e On dit que la fonction [ est dérivable en a, lorsque le taur d’accroissement T(h) tend
vers un nombre L lorsque h tend vers 0.
Ce nombre L, lorsqu’il existe, est appelé le nombre dérivé de f en a, et est noté f'(a) :

flat+h) = fla) _
- =L

f'(a) = lim 7(h) = lim

h—0 h—0

e Le nombre dérivé f'(a), lorsqu’il existe, est le coefficient directeur de la tangente a la
courbe de f au point d’abscisse a.

A

fla+h)

Y

1
Exercice 7 Soit f la fonction définie sur IR par f(z) = §x2 — 3.

1. Tracer dans un repere orthogonal Cy et sa tangente au point d’abscisse a = 1.
Déterminer alors graphiquement f'(1).
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fla+h) - f(a)
h

R 0,5 [0,1 0,01 [0,00L][0,0001
7(h)

2. a) Pour h > 0, on pose 7(h) =

. Compléter le tableau :

Vers quoi semble tendre le nombre 7(h) lorsque le nombre A tend vers 07

b) Démontrer ce résultat algébriquement a partir de 'expression de 7(h) et de celle de f.

Exercice 8 Dans chaque cas, montrer que f est dérivable au point a indiqué, et donner f'(a).
1
= — e 1 )
ofi(x) —ena of(x) -

of(x)=2>—-2rena € R of(x) =23z ena=2 of(x) =23z enac R

en a =2 of(z)=a2?>—2rena=2
x

Exercice 9 C; est la courbe
représentative d’une fonction f.

Ty, Ty et T5 sont les tangentes a Cy
aux points d’abscisses respectives —3,
1et 3.

Déterminer graphiquement f'(—3),
f'(1) et f'(3), puis les équations de T7,
T2 et T3. T2

IIT - Fonctions dérivées
1) Fonction dérivée

Définition Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
e On dit que f est dérivable sur I si f admet un nombre dérivé en tout point de I, c’est-a-dire
si pour tout a € I, f'(a) existe.

e On appelle fonction dérivée de [ la fonction notée [’ qui, a tout x de I associe le nombre
f'(@).

2) Dérivées des fonctions usuelles

Propriété Toute fonction affine définie par f(x) = mx + p est dérivable sur R.
Sa fonction dérivée est définie sur IR par f'(z) = m.

Démonstration: Pour tous a € IR et h # 0,

_ fla+h)—f(a) _(m(a+h)+p)—(ma+p) mh
m(h) = h - h "

Ainsi, pour tout réel a, ]llir% 7(h) = f'(a) = m.
_)

La fonction dérivée de f est donc la fonction définie sur IR par f'(z) = m. O

Exemple : Soit la fonction affine f définie sur IR par f(z) = —3x+ 12, alors pour tout réel x, f'(z) = —3.

Y. Morel - xymaths - Spécialité maths - lere générale Dérivation des fonctions - 5/12


https://xymaths.fr/Lycee/premiere-generale-specialite-mathematiques/

Propriété La fonction carré, définie par f(x) = x*, est dérivable sur IR.
Sa fonction dérivée est définie sur IR par f'(z) = 2x.

Démonstration: Pour tous a € IR et h # 0,

fla+h)—f(a) (a+h)*—a? :2ah+h2

h) = = =2a+h
r(h) h h h ot
Ainsi, pour tout réel a, ]llirré 7(h) = f'(a) = 2a.
_)
La fonction dérivée de f est donc la fonction définie sur IR par f'(x) = 2x. O

Propriété Pour tout entier naturel non nul n, la fonction f définie sur R par f(x) = a™ est dérivable
sur R.

Sa fonction dérivée est définie sur R par f'(x) = nz" L.

Démonstration: Un peu plus tard dans le cours. .. O
Exemple : f(z) = ' alors f'(z) = 1272'%

f(x) = a? alors f'(z) = 32°

f(z) =22 alors f'(z) = 2.

1
Propriété La fonction inverse f, définie sur IR* par f(x) = — est dérivable sur IR*.
x

. s . z e . * 1
Sa fonction dérivée est définie sur R* par f'(z) = 3
Démonstration: Pour tous a € IR* et h # 0,
1 1 a a+h h
T(h):f(a—l—h)—f(a):a+h_a:a(a+h) afat+h) alath) 1
h h h h ala+h)
Ainsi r tout réel a, lim (h)—f’()——i
si, pour tout réel a, lim 7(h) = f(a) = ——.
1
La fonction dérivée de f est donc la fonction définie sur IR* par f'(z) = ——. O
x
Propriété La fonction racine carrée, définie sur IRy = [0;+o0[ par f(x) = \/x, est dérivable sur
IR”, =]0; +o00].
1

Sa fonction dérivée est définie sur IR, par f'(v) = —=.

2V

Démonstration: Pour tous a > 0 et h tel que a + h > 0,
_ fla+h)—=f(a) Va+h—+/a
B h N h
(Va+h—+a) (Va+h+a) (a+h)—a

hh(\/a+h+\/a) 1 ~ h(Va+h+a)
" h(Vath+va) Vath+a

1
Ainsi, pour tout réel a > 0, fl}m 7(h) = f'(a)

—0 - 2\/5.

La fonction dérivée de f est donc la fonction définie sur IR’ par f'(x)

7(h)

1
N
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3) Opérations sur les dérivées

Propriété Soit u une fonction dérivable sur I et k € IR, alors la fonction f = ku est dérivable sur I,
avec, f' = ku'.

Démonstration: Pour tout a € I et h # 0 tel que (a + h) € I,
fla+h) = f(a)  ku(a+h)— ku(a)

B ku(a + h) —u(a)

h) = =

(k) h h h

Or, comme u est dérivable en a, on a lim ulath) = u(e) = u'(a), et donc lim 7(h) = f'(a) = ku'(a). O
h—0 h h—0

Exemple : Soit f définie sur IR par f(z) = 322
Alors, f = 3u, ou u est la fonction carré, dérivable sur IR avec, pour tout x € IR, v'(x) = 2.
Ainsi, f est dérivable sur IR, avec, f’ = 3u/, soit, pour tout = € IR, f'(x) = 3 x 2z = 6.

Propriété Soit u et v deux fonctions dérivables sur I, alors la somme u + v est dérivable sur I avec
(u+v) =u +2.

Démonstration: Pour tout a € I et h # 0 tel que (a + h) € I,

(u+v)(a+h)— (u+v)(a) _ u(a+h) +v(a+ h) — (u(a) +v(a))

B —
7(h) . :
u(a+h) —ula) v(a+h)—ov(a)
= +
h h
h) — h) —
Or, comme u et v sont dérivables en a, lim wath) = ula) =/(a), et lim vlath) = via) ='(a).
h—0 h h—0 h
Ainsi, lim 7(h) = ¥/(a) + v'(a). O
h—0
1
Exemple : Soit f définie sur IR* par f(z) = 2% + —.
— x
1
Alors f =u+wv, ot u(x) = 2% et v(z) = - sont dérivable sur IR* avec u/(z) = 2z et v'(x) = et
1
Ainsi, pour tout x € R*, f'(z) = v/(z) + v'(z) = 22 — ot

Propriété Soit u et v deuz fonctions dérivables sur I, alors la fonction produit uv est dérivable sur I,
avec (wv) = u'v + uv'.

Démonstration: Pour tout a € I et h # 0 tel que (a + h) € I,
(wv)(a+h) — (wv)(a)  u(a+ h)v(a+h) —u(a)v(a)

T(h) =

h h
(u(a +h) — u(a))v(a + h) +u(a)v(a+ h) —u(a)v(a)
B h
_ula+h)—u(a) u(a) (v(a +h) — v(a))
= . v(a+h) + .
~u(a+h)—u(a) v(a+h) —v(a)
= . v(a+ h) + u(a) .

B) —
Or, comme u et v sont dérivables en a, lim wa+h) —ula) = u'(a), et lim
h—0 h h—0

et on a donc fllin% 7(h) = v'a)v(a) + u(a)v'(a). O
—

Exemple : Soit f la fonction définie sur IR par f(z) = (2o + 1)(—z + 3).
Calculer de deux manieres différentes f’.
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" est dérivable

Propriété Pour tout entier naturel non nul n, la fonction f définie sur R par f(x) =z
sur R.
1

Sa fonction dérivée est définie sur R par f'(x) = naz"".

Démonstration: On cherche a démontrer que la propriété est vraie pour tous les entiers naturels n.
On sait déja que cette propriété est vraie pour
e n=1: f(z) =2' = apour dérivée f'(z) =1 = 12" = 1z'~1.
e n=2: f(x)=12%a pour dérivée f'(x) = 2z = 22! = 22*~1

3 3

Pour n = 3, on peut écrire f(r) = z® comme un produit f(r) = 2® = z x 2%, et on a alors
f(z) =1x 2%+ 2z x (22) = 32% = 32%"! et la formule est encore vraie.
De méme, pour n =4, f(z) = 2* = 2 x 2%, et donc, f'(x) =1 x 23 + 2 x (32?) = 423 = 4a*~ 1.

On cherche a généraliser et montrer que cette formule est vraie pour tous les entiers non nuls. Sup-
posons que cette formule soit vraie pour un certain entier naturel non nul n, c’est-a-dire que la dérivée
de f(z) = 2" soit f'(x) = na™L.

Alors pour 'entier suivant (n+1), f(x) = 2"
2"+ nz” = (n+ 12" = (n+ 1)aC+H-1

Ainsi, si la formule est vraie pour un certain entier n, elle est encore vraie pour l'entier suivant (n+1).

Or, on a vu que cette formule est vraie pour l'entier n = 1, elle est donc encore vraie pour 'entier
suivant n = 2, et donc aussi pour 'entier suivant n = 3, puis aussi pour n =4, n=5,n=6, ...

Finalement cette formule est vraie pour tous les entiers naturels a partir de 1.

1 = 2 x 2™ a pour dérivée f'(z) = 1 xz"+x x (nz" ') =

Cette démonstration s’appelle une démonstration par récurrence. O

Propriété Soit une fonction u dérivable sur I telle que u(x) # 0 pour tout x € I.
! /

1 1
Alors la fonction — est dérivable sur I avec (—) = —%.
u u u
Démonstration: Pour tout a € I et h # 0 tel que (a + h) € I,
1 1 u(a) —u(a+ h)
gy M @) e @ o) —ulath) 1
B h B h B h u(a+ h)u(a)
h) — 1
Or, comme u est dérivable en a, lim wath) —ula) _ u'(a), et donc, lim 7(h) = —u'(a) x 5. O
h—0 h h—0 (u(a))
1 1
Exemple : Calculer la dérivée de la fonction f définie sur IR\ {—5} par f(z) = 571
— x

Propriété Soit uet v deux fonctions dérivables sur I, tel que pour tout x € I, v(z) # 0.
/ !/ _ !/

Alors la fonction Y est dérivable sur I, avec (E) _ L u

v

v V2

Démonstration: On peut écrire — = u X —, et on a donc, en utilisant la dérivée d’un produit, et la dérivée
v v

de 'inverse d’une fonction :

/ !/
w\’ 1 , 1 1 u’ v’ v w uv—
— = u X — =Uu X —-+uxX — = — 4 uX ——2 :—2——2:72
v v v v v v v v v

r— 2
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4) Tableaux des formules dérivées

Dérivées des fonctions usuelles

f est définie | f est dérivable

Fonction f Dérivée
sur sur
f(z) = k (constante) f'(x)=0 R
flz) = ['(x) =1 R

Opérations sur les dérivées

Fonction | Dérivée
u et v désignent deux fonctions quelconques,
définies et dérivables sur un intervalle I. ku, k € R L

U+ v u +

Exercice 10 Déterminer la fonction dérivée f’ de la fonction f dans chacun des cas :

2) f(z) =3 b) f(z) = 32 ) fa) = 2 Q) f(z) = 2

&) f(z) = a7 ) flz) = 2° g) f(z) = 3042 ) f(z) =+~

) ) =~ be T ) )= W= Ly =

m) f(a) = 0) f(2) =205+ VE o) f(r) = Br+2)a®  p) f(a) = (<20 + 1)z + )

4

IV - Equation de la tangente

Théoreme Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, et o € I.
Alors, I'équation réduite de la tangente a la courbe représentative Cy de f au point d’abscisse
o est :

y=1r(a)(z—a)+fla).

Démonstration: Comme f est dérivable en «, la tangente a C; a une équation réduite de la forme
y = f'(a)x + p. De plus, cette tangente passe par le point A («; f («)) et done, f(a) = f'(a)a+p <~

p=f(a) - [()a.
Ainsi la tangente a pour équation : y = f'(a)x + f(a) — f'(a)a = f'(a) (r — a) + f(a) . O
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Exercice 11 Dans chaque cas, déterminer une équation de la tangente a C; au point a donné :

a) f(r) =32 +5zx—2eta=—-2 b) f(:c):%(—3+:c+:c2) eta=4 c¢) fr)=Q2x+1)* eta=0

Exercice 12 f est la fonction définie sur IR par f(z) = —22% + 4x, et C; est sa courbe représentative.

1. Donner une équation de la tangente 7" a C; au point A d’abscisse 3.
2. a) Etudier le signe de f(z) — (—8z + 18).
b) En déduire la position relative de C; par rapport a 7.

Exercice 13

1. Soit f une fonction définie et dérivable sur IR et Cy sa courbe représentative.
Montrer que la tangente a C; au point A d’abscisse a passe par 'origine du repere si et seulement
si f(a) = af'(a).

2. Soit f définie sur IR par f(x) = 2z% — 3z + 1.
Quels sont les points de Cy en lesquels la tangente passe par 'origine.

Exercice 14 Répondre a la question c) de l'exercice 1 : la tribune sera-t-elle évitée 7

V - Applications de la dérivation

1) Sens de variation d’une fonction

On a vu que le nombre dérivé f’(a) est le co-
efficient directeur de la tangente a C; au point
d’abscisse a ; ainsi

e si f’(a) > 0, la tangente est une droite stric-
tement croissante, et il en est de méme de f
"au voisinage” de a

e si f’(a) < 0, la tangente est une droite stric-

tement décroissante, et il en est de méme de \
f 7au voisinage” de a

\

o Sipour tout x € I, f'(x) >0, alors f est strictement croissante sur I.

Théoreme Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

e Sipour tout x € I, f'(x) <0, alors f est strictement décroissante sur I.

e Sipour tout x € I, f'(x) =0, alors f est constante sur I.

Exercice 15 Dresser le tableau de variation des fonctions de l'exercice 5 et des fonctions suivantes :

-2 1 3 2
Q) f(x) =22 +4z =3 1) f(z) = 2%+ 322 — 362 +4 ) flz) = %:1 0 J@) = ——= - —
1
Exercice 16 f est la fonction définie par I'expression f(z) = S R—
1. On définie la fonction g sur IR par I'expression g(z) = —2x2 + 4z — 3. Etudier les variations de qg.

2. En déduire les variations de f puis le minimum de f sur IR.

2) Extrema d’une fonction
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Définition Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
e Un extremum est un minimum ou un Mmarimum.

e | présente un maximum local m = f(xg) si il existe un intervalle J C I tel que pour
tout x € J, f(z) < f(xg).
o [ présente un minimum local m = f(xg) si il existe un intervalle J C I tel que pour
tout x € J, f(z) = f(xg).

o L’extremum est dit global lorsque J = 1.

Théoréme Si f(zo) est un extremum local sur lintervalle |a;b[, alors f'(xg) = 0.
La courbe Cy représentative de la fonction f admet une tangente horizontale au point

(@0 5 f (20))-
Remarque : Ce théoreme dit que : f(z¢) extremum local = f'(z() = 0.
La réciproque :  f'(xg) = 0 = f(20) extremum local est FAUSSE.
Par exemple, soit f(z) = 23, Alors f'(z) = 3z% et f'(z) =0 <= x = 0. Ainsi, f'(0) = 0. Néanmoins
f(0) n’est ni un minimum ni un maximum local de f car pour x < 0, f(z) = z*> < 0 = f(0) et pour

x>0, f(z)=2°>0= f(0).

22+ 22+ 3
422 4+ 1
1. A l'aide de la calculatrice tracer C; et localiser le maximum de f.

Exercice 17 f est la fonction définie sur IR par f(z) =

2. Vérifier par le calcul il s’agit bien d’'un maximum de f.

Exercice 18 Soit f la fonction définie sur [—10; 10] par f(z) = —x3 + 622 — 10.

Rechercher les éventuels extrema locaux et globaux de f.

Exercice 19 Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = ax® + bz + ¢, a # 0.
Déterminer les coordonnés de 'extremum de f. Est-ce un minimum ou un maximum ?
x| —6 -2 1 4

Exercice 20 Soit f une fonction définie et dérivable sur I'intervalle [—6; 4].

4
On donne le tableau de variation de la fonction f’ : i /8/ \‘
-1 3

Préciser les éventuels extrema locaux de f.

Exercice 21 Soit f une fonction définie et dérivable sur U'intervalle | © —4 —1 1 2 4

(—4; 4]. 0 3

On donne le tableau de variation de la fonction f’ : f / \ /6/
-7 -1

Préciser les éventuels extrema locaux de f.

Exercice 22 La consommation C' d’un véhicule peut s’exprimer en fonction de la vitesse v, pour une
vitesse comprise entre 10 km/h et 130 km/h, par 'expression

150
C(’U) = 0,06U —+ T .

A quelle vitesse faut-il rouler pour que la consommation soit minimale ?
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3) Résolution d’équations

Théoreme des valeurs intermédiaires
Soit k un nombre réel, f une fonction définie sur un intervalle |a;b] telle que

o f est dérivable sur [a;b]

o [ est strictement monotone sur [a; b
o fla) <k < f(b) ou f(a) >k > f(b)

alors, il existe un unique « €la; b tel que f(a) = k.

Exercice 23 Soit f une fonction définie et dérivable sur [—2;5] et dont le tableau de variation est le
suivant :

T | —2 1 4 5

4 10
f a \_3%

1

Déterminer le nombre de solutions, et 'intervalle ou elles se situent, de I’équation

a) f(z) =0 b) f(z) =2 o) flz) = —

Exercice 24 On considere la fonction définie sur IR par f(z) = 2% +z + 1.
Montrer que 1'équation f(z) = 0 admet une unique solution sur [—3;2].
Déterminer un encadrement plus précis de cette solution.

Exercice 25 On considere la fonction définie sur IR par f(z) = 2® — 3z — 1.

Montrer que I'équation f(x) = 0 admet exactement trois solutions, respectivement dans les intervalles
J=2 =1 ] =11 et J1;2[.
Donner un encadrement d’amplitude 10~2 de la plus grande de ces solutions.

VI - Exercices

Exercice 26 f est la fonction définie sur IR par f(z) = 42® — 6x + 2.
Montrer que la courbe Cy représentative de f est toujours au dessus de n’importe laquelle de ses tangentes.

Exercice 27 On dit que deux paraboles sont tangentes entre elles lorsqu’elles ont un point commun A
et une tangente commune en A.
A tout nombre m # 0, on associe la parabole P, d’équation y = ma? + (1 —2m)z + m.
Montrer que toutes ces paraboles sont tangentes entre elles.

VII - Dérivée d’une fonction composée

Propriété (Admise)
Soit u et v deux fonctions dérivables IR, et f = w o v, c’est-a-dire, pour tout x € IR,

f(z) = u(v(z)).
Alors f est dérivable sur IR avec, f' = v' x v owv, c’est-a-dire pour tout x € R, f'(z) =
v'(z) x u (v(x)).

Exemple : Soit f(x) = V22 + 1. Alors f = uow, avec u(x) = /7 et v(x) = 22 + 1.

On a alors f/'(z) = v'(z) x v/ (v(x)) = 2x2\/x2 = = \/xf+ o
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