BACCALAUREAT GENERALE
EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

— MATHEMATIQUES —
Corrigé du sujet 2 — 15 mars 2021
Exercice 1 Commun a tous les candidats 5 points
PARTIE 1
1. d. 0,76

Il s’agit de P(X =0) = (g) % 0,03° x 0,97° ~ 0, 76.

9
2. c. <2) x 0,977 x 0,03
9
Il s’agit de P(X =2) = <2) x 0,03% x 0,97".

3.d.1- P(X =0)
Il s’agit de P(X > 1)=1—-P(X =0).

PARTIE II } v,
5 Vi
: X B2
7§ ;
3 B "
8 1
X BQ
7
4
4. b. =
’ 4
D’apres larbre, Py, (V5) = -
3
d. a.—

D’apres I'arbre, formule des probabilités totales :

P(Va) =P(VinVa)+ P (B NV)

_5.4,3 5_2 15_5
877 877 5 56 8
Exercice 2 Commun a tous les candidats 6 points

l.a) uy=up+vo=1+1=2et v =2Xuy+vy=2x1+1=3.
b) On a, pour tout n, v,411 = 2uy, + v, <= Vpr1 — Uy = 2Uyp,.
Comme on admet que la suite (u,) est strictement positive on en déduit donc que, pour tout n,
Unt1 — Up = 2u, > 0 c’est-a-~dire que la suite (v,,) est strictement croissante.
Comme, de plus, vg = 1, on en déduit que, pour tout entier n, v, > vy = 1.
¢) Soit P, la propriété : u, > n+ 1.

— Initialisation
Pour n =0, u, =ugp=1etn+1=1donc u, >n+ 1; P, est vraie.
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— Hérédité
Supposons que, pour un certain entier n, P, est vraie, c¢’est-a-dire que u,, > n + 1.
On a alors u, 1 = u, +v, = n+ 1+ v,.
Or, d’apres la question précédente, on a v,, > 1, ce qui implique donc que u, 11 = n+1+4v, >
n + 2, et qui montre que la propriété P, .1 est aussi vraie.

— Conclusion On vient donc de démontrer, d’apres le principe de récurrence, que la propriété
P, :u, = n+ 1 est vraie pour tout entier n.

d) Pour tout entier n, on a u,, > n+1, et comme lirJ? n-+1 = +o0o, donc par comparaison, corollaire
n—-+00
du théoreme des gendarmes, on a aussi lim wu, = 4o00.
n—-+o0o
2. a) (=1)""! vaut soit —1 soit 1 selon la parité de n et donc —1 < (—=1)"" < 1.

En divisant par u, > 0 donc u? > 0, on obtient alors

1 (_1)n+1 1
S G Y S
un Un un
. . 9 , 1 , 1
b) On avuque lim w,=+oodonc lim w, =+o0, et alors lim —— = lim — =0.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo un n—-+oo un

On en déduit, d’apres le théoreme des gendarmes et la question précédente, lim

-1 n+1
et lim L =0, donc : lim 72 =2.

n n——+oo un n—-+oo

(-1

c) r2 =2+ "

On en déduit donc (r,) converge bien vers v/2.

d) Pour tout entier naturel n,

r Un+1 o 2un + vp
n+1 — -
Un+1 Up, + Un

Up, (2 + v—")
U,

(

24
o +Un_2+rn

Unp,

e) La valeur de n = 5 renvoyée par ce programme correspond a la plus petite valeur de n pour
laquelle la distance entre r,, et V2 est inférieure ou égale & 1074,

Exercice 3 Commun a tous les candidats 4 points

1. a) Pour montrer que le vecteur 7 est normal au plan (ABC), il suffit de démontrer que ce vec-
teur est orthogonal a deux vecteurs directeurs du plan (ABC), par exemple AB (=23 3;0) et
AC(—=2; 0; 1) qui ne sont pas colinéaires.

Onaﬁ-ﬁ = —2%343%x2+0x6 = 0 donc 1@ 1 7, et par ailleurs z@ﬁ = —2%x340x2+1x6=0
donc ﬁ 1 7.
Le vecteur 77 est donc bien normal au plan (ABC).

b) D’apres la question précédente, le plan (ABC) a une équation cartésienne qui peut s’écrire sous
la forme 3x + 2y + 62 +d = 0.
De plus, A est un point de ce plan, donc 3 x2+2x0+6x04+d=0 < d= —6.
Le plan (ABC) a donc pour équation cartésienne 3z + 2y + 6z — 6 = 0.
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2. a) La droite d est orthogonale au plan (ABC) donc elle a pour vecteur directeur le vecteur 77 normal
a (ABC).
De plus elle passe par 'origine O(0 ; 0; 0), d’ou la représentation paramétrique

r = 3t
y = 2t, telR
z = 06t

b) La droite d coupe le plan (ABC) au point H donc ses coordonnées vérifient le systeme

Iry = 3t
yp = 2t

31’H—|—2yH+6ZH—6 =0

On en déduit que
IX3H+2x204+6x6t—6=0

— 9t +4t+ 36t =6

— = 0
49
On trouve alors les coordonnées du point d’intersection H par
( 18
= t = —
o= 19
_ 9 — 12
Yo = T
36
L ZHg = 6t = 4—9

qui sont bien les coordonnées recherchées.

c)

OH = \/(xH —10)* + (yg — yo)* + (2u — 20)?
= 18 2+ 12 2+ 36 2
n 49 49 49
1764 6
— Va2 T 7

3. — En prenant le triangle OAB pour base de la pyramide OABC, la hauteur est OC, et le volume
est égal a

1
VZgXAOABXOC

avec 'aire du triangle OAB.
1 1
AOAB:§><OA><OB:§><2><3:3

et OC =1 et donc 1
V:§><3><1:1

— En prenant le triangle ABC pour base de la pyramide OABC, la hauteur est OH, et le volume
est égal a

1
VZgXAABCXOH
don 3V 3 7
A = o0 Ty
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EXERCICE au choix du candidat 5 points
Exercice A

1. a) Les abscisses des points d’intersection de Cy et C, sont les solutions de I'équation

flx)=g(z) < zle*=¢c"
— (@?—1e =0

Pour tout réel x, e > 0 donc en particulier e™* # 0, et alors
flz)=g(x) <= 2*-1=0 < z=—-1louz=1

Pour z = —1, g(z) = ¢, et pour z = 1, g(x) = e L.
Les coordonnées des points d’intersection de C; et C, sont donc (=1 ; €) et (1; e ).

b) La position relative des courbes C; et C, est donnée par le signe de f(z) — g(z) = (a® — 1)e~".

x —00 —1 1 400
z? -1 + - 0 +
e’ + + +
(22 = 1)e™® + - 0+
Donc sur les intervalles | — oo ; —1[ et |1 ; 4o00[, la courbe Cy est au dessus de la courbe C,, et
sur U'intervalle | — 1 ; 1], la courbe Cy est en dessous de la courbe Cy,

2. a) On dérive le produit
d(r) =(=1)e - (2rxe®+22x(=1)e®)
=e % (=1—2z+ 27

=e " (2? -2z —1)

b) Le trindme du second degré z? — 2x — 1 a poiur discriminant A = 8 > 0 et admet donc deux

— V8
\/_zl—ﬂetxgzl—i-\/i

racines réelles distinctes x; =

2
T —00 1-— \/5 1+ \/5 +00
e " + | + |
7?2 —2x —1 + 0 — 0
d'(x) + 0 - 0

+
+
+
d /( \‘ /‘
On en déduit donc, en se restreignant a l'intervalle [—1; 1],
x| —1 1—+2 1
d /( \‘

c¢) D’apres la question précédente, la distance d(x) est maximale pour zo = 1 — /2, et vaut

d(1-v2) =(1—(1+2-2V2))e+V2
(2v2—2) e V2~ 1,3
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3. Pour déterminer le nombre de solutions de I’équation h(xz) = 0, on peut penser au théoréeme des

valeurs intermédiaires, ou théoreme de la bijection.

On étudie pour cela la fonction A qui est contineu sur IR.

On a W(z) = —e ™ — 1 donc, comme e * > 0, on a h'(z) < —1 < 0 et la fonction h est strictement

décroissante sur IR.

— h(-1)=e'+1—-2=€e—1>0; comme h est strictement décroissante, h(x) > 0 pour z < —1,
donc h ne s’annule pas sur U'intervalle | — oo ; —1].

— h(0) =€’ —2=—1 < 0; comme h est strictement décroissante, h(x) < 0 pour x > 0, donc h ne
s’annule pas sur U'intervalle |0 ; +ool.

— Sur lintervalle [—1 ; 0], la fonction h est continue et strictement décroissante, et on sait que
h(—1) > 0 et h(0) < 0, et donc I"équation h(z) = 0 admet une solution unique.

La droite A et la courbe C, ont donc un unique point d’intersection dont I’abscisse est comprise entre

—1letO.

Exercice B
Soit ¢ la fonction définie sur |0 ; +oo[ par : g(z) = In(x) + 2z — 2.

1. En +o0, lim In(z) =+ooet lim 2z —2 = +oo donc, par addition des limites, lim g(x) = 4o0.

T—+00 T—+00 T—+00
De méme, lim In(x) = —oo et lim 22 — 2 = —2 donc, par addition, lim g(x) = —oc.
:1:~>8 x—0 33‘>8
> >

1
2. La fonction g est dérivable sur |0 ; +oo[, avec ¢'(x) = — +2 > 2 > 0 et donc la fonction g est
x
strictement croissante sur |0 ; +ool.

3. La fonction g est continue (car méme dérivable) sur [0; +o00], strictement croissante, et avec lirré g(x) =
T—r
>0

—o0. et lim g(z) = +o0.
T—+00

On en déduit, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, ou théoreme de la bijection, que
"équation g(z) = 0 admet une unique solution « sur 0 ; +ool.

4. Comme ¢(1) = 0 donc 'unique solution précédente est en fait & = 1, et on déduit, comme g est
strictement croissante sur IR’ que
—sur]0; 1, x <1 <= g(x) < g(1) =0 : g est strictement négative
— sur |1;4o0[, z > 1 <= g(x) < g(1) =0 : g est strictement positive

Partie II : étude d’une fonction f

1
On considere la fonction f, définie sur |0 ; +oo[par : f(z) = (2 - E) [In(x) — 1].

1
1. a) On dérive le produit f = uv avec u(x) = 2 — . donc u'(x) = ) et v(x) = In(z) — 1 donc
1
! — —
V'(x) = =

On obtient alors f' = w'v 4+ uv’, soit

b) D’apres la partie précédente, on a
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T 0 1 +00
z? + |+

g9(z) - 0 +

f() - 0 +
f N\ 1 /!

f@)=0 (2_ 1) (In(z) — 1) = 0

T

1
< 2——=0o0uln(z)—1=0
T

1
— xzioux:e

1
L’équation f(x) = 0 admet donc deux solutions sur |0 ; +oo[ : & = 3 et z =e.

On en déduit, a l'aide de la question précédente, le tableau de signes de la fonction f sur |0 ; +oof :

T 0
fl@) [+

+00

_ (D +

=l

Partie III : étude d’une fonction F' admettant pour dérivée la fonction f

1. On a F' = f, donc, d’apres le résultat de la question précédente

T 0 : e +00
F'(z) = f(x) + 0 - 0 +

2. Le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse a a la courbe Cg est F'(a) = f(a). 4
On cherche donc les abscisses a telles que

On a déja résolu cette équation précédemment, et la courbe Cr admet donc deux tangentes paralleles
a l'axe des abscisses, en x = % et en z = e.

Y. Morel xymaths - spé maths en terminale générale Bac de mathématiques - 6/6


https://xymaths.fr/Lycee/Terminale-generale-specialite-mathematiques/

