Corrigé du devoir maison de mathématiques
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Exercice 1 On calcule la dérivée : f'(x) = W et, comme €” > 0, on en déduit que f'(x) < 0 et donc
er +

que f est strictement décroissante sur IR.

R — IR

Exercice 2 f:{x Ly 9p 302 1

La dérivée de f est f'(z) = 62> — 6z = 6x(x — 1) qui est un trinome du second degré dont les racines
(évidentes une fois factorisé) sont 0 et 1, et on a donc le tableau de signes et de variations :

x —00 0 1 +00
f'(x) + 0 - 0 +
-1 +00
f / ¢ /
—00 —4
En —oo,ona lim 22° = lim —3z% = —oo, et donc, par somme des limites, on obtient lim f(r) = —oc.
T—r—00 Tr—r—0o0

T—r—00
En 400, on a une forme indéterminée ”oo — 0co”. On factorise donc

f(z) = 22° (1—i—i>

20  2a3

3 1
avec lim 22% = 400 et lim (1 - = —) = 1, et donc, par produit des limites, lim f(z)= 4o0.

T—+00 Tr—+00 T——+00

3z —
Exercice 3 On considere la fonction numérique f définie sur [0; +oo[ par : f(z) = z

1
= et la suite (u,)
définie par uy = 4 et, pour tout entier naturel n, u,. 1 = f (u,).

z+1

1. Ona f = Y avec u(z) = 3z — 1 donc u/(z) = 3 et v(z) = x+ 1 donc v'(z) =1, d'ou f' = M,
v v
it Sr+1)—(Be—1) 4
, _olz+1l)—=(x—-1)
@ =" — ~ Gy

Pour tout z > 0, on a (x + 1)?> > 0, et donc aussi f’(z) > 0, ce qui montre que f est strictement
croissante sur IR ..
2. = = f(4 — =22
X T = 28 7
3. a) On note, pour n € N, P, : 1 < wupyg < uy, < 4.

Initialisation : pour n =0, on a bien 1 < 1,75 < 2,2 < 4 et F, est donc vraie.

C3x4-1 11

Hérédité : Supposons que, pour un certain entier n, P, soit vraie, ¢’est-a-dire que 1 < u,11 < u,, < 4.
210 AV . ) ) 9 +
Comme f est croissante sur IR, donc sur [1;4+00|, f conserve 'ordre et on a donc alors

F) < f(ung) < f (un) < f(4)

or, f(1) =1, f (tn+1) = Ups1, f(up) = Unyy et enfin f(4) = &, d’ot, ces dernitres inégalités se
réécrivent

1§Un+2§Un+1§€§4

et qui montre que P, est donc encore vraie.

Conclusion : On vient donc de démontrer, d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier n,
P, est vraie, c’est-a-dire que 1 < upyq <wu, <4
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b) Le résultat précédent montre que la suite (u,) est décroissante car u, 1 < u,, et de plus que cette
suite est minorée par 1.

On en déduit donc qu’elle converge vers une limite L > 1.

¢) Comme on sait que cette suite récurrente converge vers L, cette limite vérifie nécessairement la
relation L = f(L) (théoréme du point fixe, car f est continue [1;+oc[), soit, avec L > 1, donc
L+1#1,
_3L-1

) =77 =1L

< 3L—-1=L(L+1)
— [*-20L+1=0
<~ (L-1)2=0

Ainsi, on trouve la limite L = 1.

4. On considere la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par :

1
Up =
U, — 1
a) On a
1 1
Un41 — Un = -
Ups1 — 1  u, —1
! 1
o flun) —1 u,—1
B 1 1
Uy + 1
upt+1 1
S 2u, =2 u,—1
up+1 1
T 2un—1)  wup—1
ou,— 1 1
C2(u,—1) 2
. . -~ . 1 . 1 1
Ainsi, (v,) est arithmétique de raison r = D) et de premier terme vy = 173
Ug —
1
b) On en déduit que, pour tout entier naturel n, v, = vy + nr = 3 + g
¢) On trouve donc que ligl (vn) = +00.
n—-+0o0
d) On a
1 1
Uy = = u,=—+1
Up — 1 Up,
et, en utilisant le résultat précédent, lim — =0, d’ou on retrouve que lim wu, = 1.
n—+00 Up n—-+00
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