Corrigé du devoir maison: Suites et limites [omne s

Spécialité maths

Exercice 1

2 18 2 18
1. U2:(1+I)UI+T—4:3X(_5)+14:_1u3:(1+§)u2+?_4:2x(_1>+5:3

On peut conjecturer que la suite (u,) est arithmétique de raison 4.

2. Ce programme calcule et affiche les premieres valeurs de la suite : u(2) = —1, u(3) = 3, u(4) = 7 et
u(5) = 11.

3. On note, pour tout entier naturel n > 1, P, : u,, = 4n — 9.
Initialisation : On a u; = =5, et pour n =1,4 x 1 —9 = —5.

Ainsi, initialement au rang n = 1, P; est vraie.

Hérédité : Supposons que pour un certain entier n > 1, P, est vraie, ¢’est-a-dire que u,, = 4n—9, alors,

2 18
Unp+1 = <1+_)un+__4
n n

2 18
= <1+—) (4n—9) + — —4
n n

1 1
P L L
n n n
=4n -5
=4(n+1)-9

Ainsi au rang suivant, P, est encore vraie.

Conclusion : On a donc montré, d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier n > 1, u,, =

4n — 9.
u=-95
E ice 2
xereiee for n in range(1,5) :
1. Programme Python :
u=2/3*u+1
print(u)

2. On pose, pour tout entier naturel n, v, = u, — 3.

a) Pour tout entier n, on a

Unt1 = Up41 — 3
2 2
= Uy +1—-3=-u, —2
3 3
2 2
=—(up—3) =z,
3 ( ) 3
. . . . 2 . D
ce qui montre que la suite est géométrique de raison g = 3 et de premier terme vy = ug — 3 = 5

b) On a alors, pour tout entier n,

n 5 (2\"
Un = Vog -3 3

3= () i3
Un =UnTo="513

et alors
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6x +1

Exercice 3 Centres étrangers, juin 2010. f est la fonction définie sur IR, par f(x) =

r+1°
1. Etude de propriétés de la fonction f| o 0 100
! F@ | =
a. Pour tout x > 0, f'(z) = 5 > 0.
6r + 1 -
b. f(z) =2 < 1 =¢ < 6x+1=x(x+ 1), en multipliant par x + 1 # 0 (car x > 0) et
x

done, f(z) =2 <= 2> -5z —1=0.
Cette équation du second degré a pour discriminant A = 29 > 0, et admet donc deux solutions

5-v20 5420
Spha L2}

réelles distinctes : 21 = —5 et a9

5++/29

Comme z; < 0, 'équation f(x) = z admet donc sur [0; +oo[ une seule solution av = 5

c. Comme f est strictement croissante sur [0;a], on a0 < z < a = f(0) < f(z) < f(«).
Or, f(0)=1et f(a) = . Ainsi, 0 <z <a=0<1< f(z) < a
Ainsi, si x € [0;a, alors f(z) € [0; a.
2. Etude de la suite (u,) pour uy =0

a. Programme Python :
u=0

for n in range(1,101) :
u=(6*u+1)/(u+1)
print(u)

+ | | T T —>
140 Al AQ A3A4

P

On peut conjecturer que la suite (u,) est croissante, et qu’elle converge vers .
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c. Initialisation : Pour n =0, on a ug = 0, et u; = f(ug) = f(0) = 1, et ainsi on a donc bien ug < u;.
Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait u, < Upi1.

Alors, comme la fonction f est croissante sur [0; o, f (un) < f (tnt1)-
Or f (un) = Upy1 € f (un-i-l) = Un+2.
On a donc ainsi, 4,11 < Uy <, ce qui montre que la propriété est encore vraie au rang n + 1.

Conclusion : On vient donc de démontrer, d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier
naturel n, u, < U,y

On déduit en particulier de la propriété précédente que la suite (u,) est croissante.
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