Correction du devoir de mathématiques

: a0 _ vy _ _ In(5)
Exercice 1 (E;):3"=5 <= In(3*) =2In(3) =In(h) <= z = n(3)"

(Es) : In(z +2) + In(x) = 3 Les expressions sont définies pour z > 0et x +2 >0 <= x > —2, donc = > 0.

(Ey) < In(z(z+2))=3 < z(z+2)=¢> < 2?2 +2z—e>=0
-2 —4/4(1 3
2( e =-1-vV1+eé

A =4+4e®=4(1+ €*) > 0 et Péquation admet donc deux solutions z; =

et 19 = —1 -+ 1+ e3.

Comme z; < 0, "équation (FE;) admet donc pour unique solution z5 = —1 4 /1 + €3.

1\N" 2
Exercice 2  On a, pour tout n > 0, u,, = upq™ = 2 (§> =30 et ainsi,

1\" 1\" 1 1\"
U, > 0,01 < 2(§) > 0,5 — <§) > 0’20 =0,005 < ln<<§) ) > In(0, 005)

car la fonction In est strictement croissante, donc
1
nln (5) = —nlIn(3) > In(0, 005)

puis, en divisant par —In(3) < 0,
1
B n(0,005) ~ 48
In(3)

n <
Ainsi, u,, < 0,5 pour les entiers n < 4.

Exercice 3 On a

| 1
Sin(z)+1 o) <1 * 3ln(x)) ST e

In(z) —10 0y 10
1 1- 1=
n(z) ( In(z) In(x)
t lim In(z) = +o0 lin o= i o =0
et, comme lim In(z) = yona lim 3n(z) 20 In(z)
3In(z) + 1

et on obtient finalement lim =3

T—+00 ln(x) — 10

On a une forme indéterminée, et on factorise donc par le terme prépondérant qui est x ici :

In(z) —z+10 =2 (lnf) —1+E)

10
ouona lim — =0 et par croissances comparées, lim
T—+o00 T T—=4o00 I

On obtient donc finalement, lirf In(z) —z+ 10 = —oc.
T—r1+00

Exercice 4
1
1. Ona f = uv avec u(x) = z, donc v'(x) = 1 et v(x) = In(z) donc v'(x) = —, et alors f' = u'v + uv’, soit
x
1
f'(z) =In(z) + z— = In(x) + 1.
x
1
Ensuite, on a f”(x) = — > 0 pour = > 0, ce qui montre que f est convexe sur ]0; 400.
x

2. La tangente a pour équation y = f'(1)(x — 1)+ f(1) =z — 1.
3. Comme f est convexe, sa courbe est au-dessus de ses tangentes, en particulier au-dessus de la tangente
en 1, c’est-a~dire que, pour tout z > 0, on a f(z) = zln(z) > = — 1.
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