Logarithme népérien Terminale générale

spécialité maths

Exercice 1 On se place dans un RON, et on note d la droite d’équation y = .
1. On considere les points M(x;y) et M'(y,x).
a) Donner un vecteur directeur de d et montrer que W est orthogonal a d.
b) Montrer que les points M et M’ sont symétriques par rapport a la droite d.
2. On considere la courbe C représentative de la fonction carré : x — 2? définie sur IR..
a) Tracer l'allure de C.

b) Soit M un point quelconque de C. Préciser ses coordonnées et celles de son symétrique M’ par
rapport a d.

¢) Lorsque M décrit C, la courbe de quelle fonction est décrite par M’ 7 Quel lien y-a-t’il entre la
fonction carré et cette fonction ?

Exercice 2 1. Résoudre les équations : @ ¢® =1 ect=¢ o c’ = —

2. a) Montrer que pour tout réel strictement positif A\, '’équation e® = A admet une unique solution.
b) Donner une valeur approchée & 1072 pres de la solution de 'équation e* = 2.

I - Logarithme népérien : définition et premieres propriétés

Définition Pour tout nombre a strictement positif, on on appelle logarithme népérien de a l'unique
solution réelle de l’équation e* = a.
Autrement dit, on a, pour a > 0, [ e’ =a < x =1n(a) ]

La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction définie sur IR’ =]0;4-o00[ qui a
tout réel x > 0 associe le réel x, noté In(x), dont l’exponentielle est x.

| La fonction logarithme est la fonction réciproque de ’exponentielle. l

Propriété e Pour tout réel x > 0 et tout réel y, x = €Y équivaut a y = In(x).
In(z)

e Pour tout réel x > 0, e =x.
e Pour tout réel x, In(e*) = .
e In(1) est le nombre dont l’exponentielle vaut 1, donc In(1) =0 <= 1 =¢".
e In(e) est le nombre dont exponentielle vaut e, donc In(e) =1 <= e =el.
A //@J
Propriété Dans wun repére orthonormal, les courbes Y,
représentatives C et C' des fonctions exponen- 1
tielle et logarithme sont symétriques par rapport a / /
la droite d’équation d : y = x. 5 >
Démonstration: C’est une propriété des courbes de fonctions
sont réciproques 'une de 'autre, cf. exercice 2. O
C/

Exercice 3 Résoudre les équations:ee* =5 e In(z) = -5 e In(2z—1)=-2 e In(1+x) =100

2
Exercice 4 Etudier le signe des expressions : a) In(z — 1) b) In (5 xx_ 6)
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II - Propriétés algébriques de la fonction In
Théoréme Relation fondamentale du ln.  Pour tous réelsa > 0 et b > 0, In(ab) = In(a) + In(b).

Démonstration: Soit a > 0 et b > 0, alors e™@+n0) = pn(@)n®) — 4p et n(e0) = gp,
On en déduit que e™@+n®) = ¢n(@b) ot done, la fonction exponentielle étant strictement croissante
sur R, que In(a) 4+ In(b) = In(ab). O

Corollaire Pour tous réels a > 0 et b > 0, et tout entier naturel n,

1. In (2) = —In(a) 2. In (%) = In(a) — In(b) 1
3. In(a") =nln(a) 4. In(a ") = —nln(a) 5. In(ya) = 5 In(a)

1 1
Démonstration: 1. In (—) +1In(a) = In (— X a) =In(1) = 0 d’ou le résultat.

a a

b b b
3. On cherche & démontrer une propriété pour tout entier n, on pense (bien sur?!) & une récurrence.
On note donc P, la propriété In (a™) = nln(a).
Initialisation : Pour n = 0, a® = 1 pour tout a > 0 et In(a’) = In(1) = 0 qui est bien égal a
Oln(a) =0, et Py est donc vraie.
Hérédité : Suposons maintenant P, vraie pour un certain entier n, c’est-a-dire In (a™) = nln(a).
Alors, on a In (a"') =1n (a" x a) = In (a") + In(a)
et alors, en utilisant 'hypothese de récurrence In (a"™!) = nln(a) + In(a) = (n + 1) In(a),
ce qui montre que P, est alors aussi vraie.

2. Comme — = a x 1, on a In <2> =In(a) +In (%) = In(a) — In(b).

Conclusion : On vient donc de démontrer, grace au principe de récurrence, que la propriété P, :
In (a") = nln(a) est vraie pour tout entier n.

1
4. On a simplement a~™ = — et donc, avec le résultat précédent, In (a=") = —In (a") = —nlIn(a).
an

5. Pour a > 0, d’une part In (\/E2> = In(a), et d’autre part, In <\/E2> = 2In(y/a).
On a donc 2In(y/a) = In(a) d’ou le résultat.

(NI

1

2
Exercice 5 a) Déterminer In(2) + In(4) + In(8) + In(16) en fonction de In(2).
a) Déterminer In(3) + In(27) + In(81) en fonction de In(3).

b) Simplifier les expressions : In (5% x 2°) et In (12 (36)2)

Remarque : On a done, pour tout réel a > 0, In(y/a) = = In(a) = In(a2), d’ot la notation \/a = a?.

c) Exprimer en fonction de In(x) les expressions suivantes : A(z) = In (32?); B(z) = In(y/z) + In (2?);

1

Clx)=In(r+4) —In(4x + 2?); D(x)=In(z® —2?) —In(zx —1); E(z)=In (;) — In(22)
Exercice 6 Résoudre dans IR, puis dans IN, les inéquations suivantes : a) 3" > 125 b) 5" < 10000
¢) 0,5" < 0,001 d) (1—90) > 10° e) 2" > 3000 f)1-0,3">0,95 g) ) > 1
Exercice 7 QCM
1. Le nombre In(125) est égale a : 2. Le plus grand intervalle de définition de 3. Pour tout réel z,

a) 51n(3) b) 251In(5) la fonction f: 2 — In(2? + 2 + 1) est : In (2?) = 21In(x) :

¢) 31n(5) d) 51n(25) ) ]0; +oof b) ] = 003 0] a) Vrai

¢) [0;1] d) R. b) Faux
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1 2
4. L’expression In (\/5) —1—5 In(7) est égale a : 5. L’inéquation In (g) x—1 > 3 équivaut a :

1 4 4
a) ln(\/ﬂ) b) §1n(14) a) €T > 1 (2) b) T = | (2)
o) %m(g) d) In(7) ’) ’

2
<——— d)yr>4—In| -
)< —mE V¢ " (3)
Exercice 8 Soit (u,) une suite géométrique de raison ¢ = 1,5 et de premier terme ug = 2. Quel est
le sens de variation de (u,)? Quelle est sa limite? A partir de quel rang a-t-on u, > 1207

Exercice 9 Je possede 1000 euros sur un compte en banque. Chaque année ce compte me rapporte
4% d’intéréts (intéréts composés : chaque année le capital de ’année précédente est augmenté de 4%).
Au bout de combien d’années le montant sur ce compte aura-t-il doublé ? triplé ?

. 1
Exercice 10 Soit f la fonction définie par I'expression f(x) = In <1 + :17)
—

Déterminer ’ensemble de définition de f, et montrer que sa courbe représentative admet 'origine du
repere comme centre de symétrie.

III - Etude de la fonction In

1
Propriété La fonction In est continue et dérivable sur ]0;+o0o[, et pour tout x > 0, In'(z) = —.
— x

Démonstration: On admet que la fonction In est dérivable (et donc aussi continue) sur IR .

On considere la fonction f définie sur RY par f(z) = @),
Par définition du logarithme, pour tout x > 0, f(z) = x, et en particulier, f'(x) = 1.

Par ailleurs, en dérivant la fonction composée f = e, on obtient : f/(x) = In'(x)e™® = 1n'(z) x.

1
On en déduit que In’(z) z = 1, soit, In(z) = —. O
x
Propriété 1. La fonction In est strictement croissante sur IR’
2. Pour tous a >0 et b >0, on aln(a) =In(b) <= a=>betln(a) <In(b) <= a <b.
3. La courbe de la fonction In est concave
4. limIn(z) = —oc0 et lim In(z) =400
z—0 T—r+00
En d’autres termes, la droite v = 0 (l’aze des ordonnées) est une asymptote verticale.
/
5. Pour toute fonction u dérivable et strictement positive, on a (In(u))" = £
u

1
Démonstration: 1. In'(x) = = > 0 pour z > 0 d’ou le sens de variation.
x

2. C’est une conséquence directe du point précédent : f strictement croissante si et seulement si f
conserve l'ordre.

1
3. In est deux fois dérivable, avec In"(z) = —— < 0 pour tout z > 0, d’ou la concavité.
x

4. En +o00. Pour A un nombre réel quelconque, aussi grand que I'on veut, il suffit de choisir > e4
pour avoir In(x) > A, puisque In est strictement croissante.
Ceci signifie exactement que lim In(z) = +o0.
r—r+00

1 1
En 0. Pour z > 0, on pose X = —. Alors, In(z) = In (Y) = —In(X).
x

Ainsi, lim In(z) = lim (— ln(X)) = —00.

r—0+ X—=+o0
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5. Clest la formule de la dérivée d'une fonction composée : (fog) =g x flog, avec f =1Inet g = w.
[

Exercice 11 Résoudre: e In(z+1)=1 e In(z?+6x+10)=0 eln(z)>1 eln(22+1)<1

o1 =3 =V3 e 2_5=0 ec” 11l e In(z+1)+In(x+3) =In(x +7)

61}
e In(z? —3) < ln(x) +In(2) e 2(In(z))?+5In(z) —3=0 e 2(In(x))*+5In(zx) —3 >0
e —5e"+6=0 ec*—6c"+4=0 ee*—Te"+12>0

Exercice 12 Résoudre les systemes suivants, d’inconnues z et y

{ In(z) + In(y) = 25 {36”” + e = 4 ot { In (z/y) =

Ne}

2In(z) + In(y) = 1 er — 2% = -5 2In(z) +1In(y?) =

)

Exercice 13

a) Déterminer une équation de la tangente a la courbe C représentative de la fonction In aux points
d’abscisse 1 et e.

b) Tracer dans un repére la courbe C et ses deux tangentes.

¢) Montrer que, pour tout réel x > 0, In(z) <z — 1.

Exercice 14 Déterminer les dérivées des fonctions suivantes : f(z) = In (2?); g(x) = In (5x +2);

h(z) = In (%)  k(2) = 2In (V3): I(x) = gln(e%H +3): m(z) = In (i i ;) n(z) = —3zIn (c" 4 1)

In(x) + 2

Exercice 15 Déterminer les limites aux bornes de son ensemble de définition de f : z — MOESS
n(zr) —

. 1
Exercice 16 Etudier la fonction f définie sur IR’ par f(z) = o In(z).

Exercice 17 Etudier la fonction définie pour tout 2 > —1 par f(z) =In(z + 1) + 2% +z + 1
Exercice 18 Etudier la fonction f définie sur IR’ par f(z (ln )

Exercice 19 Etudier la fonction f définie par 'expression f(z) = In (In(x)).

Exercice 20 On note C; et C, les courbes représentatives des fonctions f et g définies sur IR’ par
f(z) = In(z) et g(x) = 2*. On note de plus rexpectivement M, et N, les points de C; et C, d’abscisse z.
Représenter graphiquement la situation. Pour quelle(s) valeur(s) de x la distance M, N, est-elle minimale ?

Propriété Croissances comparées

1
limzIn(z) =0 et lim a(x) =0
z—0 r—400 x
ou, plus généralement, pour tout entier naturel n > 0, on a
1
limz"In(z) =0 et lim n(z) =0
z—0 rz—+oco M

Démonstration: On se ramene au théoreme de croissances comparées pour 'exponentielle en posant
X =In(z) & X =z, et alors zln(z) = XeX, don

lim zIn(z) = Xlim XeX =0
——00

x—0
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1
On passe ensuite de la limite en 0 a celle en +00 en posant cette fois X = — et alors
x

(@) _ (i) — X In(X)
x X
d’ou, d’apres le résultat précédent, lim ) = lim —X In(X) = 0. O
r—+00 xX X—0

Exercice 21 Soit f définie sur |0; +oo[ par f(r) =z + In < ) et C; sa courbe représentative.

x
20 +1
1. Etudier les limites de f en 0 et en +o00.

2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
3. a) Montrer que la droite A d’équation y = = — In(2) est asymptote a Cy en +oo.

b) Etudier la position de C; par rapport a A.

5
4. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique « et justifier que a € [1; 1 [

5. Tracer A et Cy.

. 3
Exercice 22 Soit les fonctions f et g définies sur IR’ par f(z) = (—2+3) In(x) et g(z) = ;—1—ln(:£).
Partie A.

1. Calculer la dérivée ¢’ de g et en déduire les variations de g.

2. Calculer g(1) et g(2) et en déduire qu’il existe un unique a €]0; +oo] tel que g(a) = 0.
Donner une valeur approchée de o & 1072 pres.

Partie B. Calculer la dérivée f’ de f et en déduire les variations de f.

. —1
Exercice 23 On considere la fonction f définie sur |0; +oo[ par f(z) = a

courbe représentative.

In(z) et on note C; sa

1. a) Etudier le sens de variation de la fonction g définie sur |0; 400 par g(z) = = — 1 + In(z).
b) Vérifier que g(1) = 0. En déduire, suivant les valeurs de z, le signe de g(x).
2. a) Montrer que pour tout réel = de |0; +oo[, f'(x) = if) En déduire les variations de f.
x
b) Etudier les limites de f en 0 et en +o0.
c) Dresser le tableau de variation de f, puis tracer 'allure de la courbe Cy.

n

. 1 1 1 1
Exercice 24 Soit u la suite définie pour tout n > 0 par  u, = n—|—1+n+2+'”+%:;n+k'

1
2(n+1)(2n+1)

[. Caculer u; et ug, puis démontrer que pour tout entier naturel non nul n, w, 1 —u, =
I1. Etude de la convergence de la suite u

1
a) Démontrer que pour tout réel z strictement positif, 1 — — <In(z) <z —1
x

. . 1 +1 1
b) En déduire que pour tout entier naturel non nul p, —— <'In <p_) < -
p+1 p p

III. Soit n un entier naturel non nul.

a) Ecrire 'encadrement précédent pour les valeurs n, n+1, ..., 2n — 1 de p.
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b) En effectuant les sommes membre a membre des inégalités obtenues, démontrer que
1
n<In2) <u, +—
Un < 10(2) < up + o
IV. Prouver alors que la suite u converge vers In(2).
Exercice 25 Soit f la fonction définie pour x > 0 par f(z) = 2°.
1. Justifier que f(z) = e*"®).

2. Calculer les limites de f en 0 et 4-00.

3. Démontrer que, pour tout = > 0, f'(z) = (1 +In(z)) f(x). En déduire les variations de f et tracer
I’allure de sa courbe représentative.

IV - Logarithme décimal

1
Définition La fonction logarithme décimal, notée log, est définie sur |0;+oo[ par log(z) = 1&(3)
sy In(10)
Propriété ¢ Jog(1) = 0, log(10) = 1 (10) =1 et donc log (10") = nlog(10)n.
e Comme log(x) = L x In(z), on alog'(z) = . X 1 ot In(10) > 0
S = n(10) ’ AN '

e Pour tous réels a > 0 et b > 0, log(ab) = log(a) + log(b).
e Pour tout réel a > 0, log(a™) = nlog(a).
En particulier, lorsque a = 10, log(10™) = nlog(10) = n.
n =loga équivaut a a = 10" : le logarithme décimal ”compte les puissances de 107.

Le logarithme décimale est la fonction réciproque de la fonction x — 10* :
log(z) =y <= = =10Y et log (10%) =z

Exercice 26 Echelle de Richter La magnitude d’un séisme, sur I’échelle de Richter, est évaluée
a partir de 'amplitude A des ondes sismiques enregistrées sur un sismographe par la formule M =
log(A) — log(Ayp), ot Ag désigne 'amplitude d’un séisme de référence.
1. On a mesuré 'amplitude d’un séisme et on a obtenu A = 3,98 107 Ay.
Calculer la magnitude de ce séisme sur I’échelle de Richter.

A
2. La magnitude d'un séisme est 5. Déterminer le rapport T de son amplitude a 'amplitude de
0

référence.
3. A quelle variation d’amplitude correspond une variation de magnitude de 1 sur 1’échelle de Richter.

Exercice 27 pH d’une solution La molarité en ions H* d’une solution est le nombre, noté [H ]
de moles par litre d'ions H*. [HT] s’exprime généralement par un nombre comportant une puissance
négative de 10 (107° mol.L.~! par exemple). On lui préfere donc le pH défini par pH= — log([H T]).

1. Quel est le pH d’un solution contenant 3107 moles d’ions H* par litre ?

2. Quelle est la molarité en ions H+ d’une solution neutre (pH=7)?

V - Exponentielle de base a
Définition La fonction exponentielle de base a > 0 est définie pour x > 0 par f(x) = a® = e*™(@,
Remarque : la fonction exponentielle "naturelle” est la fonction exponentielle de base le nombre e.

Exercice 28 Etudier les fonctions f et g définies pour 2 > 0 par f(x) = 0,5% et g(z) = 57. Tracer, sur
un meéme graphique, 'allure de leur courbe représentative ainsi que la courbe de la fonction exponentielle.
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