Corrigé

Exercice 1

1
1. F(x) = —e™ est une primitive de f(z) = e™*, et ainsi
n
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On reconnait une expression a intégrer de la forme — avec u(z) =1+ €*.
u

Ainsi, G(z) = In (1 4 €*) est une primitive de g, et on a donc,

I =G(1) - G(0) =In (1 +¢) — In(2) = In (1;"’>

3. Pour tout entier n, on a, par linéarité de 'intégrale,
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Or, pour tout = € [0;1], €™ > 0, et e® > €Y = 1, car la fonction exponentielle est croissante, d’ou
e?—1>20,ete®+12>2>0.

et (e® — 1)

1+e”

Ainsi, pour tout x € [0;1], > 0, et donc, par positivité de I'intégrale,

et (e* —1)

1+e” z20

In—l—l — Iy =
ce qui montre que la suite (I,) est croissante.
4. La fonction exponentielle étant croissante sur IR, on a
r€0;1] «= 0<2<1l «—= "=1<e’<el=¢ <= 2<1+e*<1+e<4

car e ~ 2,7 < 3.
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Ainsi, en prenant U'inverse (et en inversant donc l'ordre), on a bien, pour tout x € [0;1], 1 < T < 3
e
5. Comme l'intégrale conserve l'ordre, on déduit de 'encadrement précédent que
1 nzx 1 nx 1 nzx
e e e
—dx < / dz < —dx
0 4 0 1 —|— X 0 2
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soit donc ZJn <I, < §Jn, et, grcace a la premiere question :
1, 12
— (" -1 <L, <—("—1
4n ( )sIns 2n ( )
n
Comme, par croissances comparées, lim — = 400, on a donc lim — (e —1) = 400, et ainsi,
n—+oo M n—-+oo 4n
d’apres le corollaire du théoreme des gendarmes, lir}_l I, = 4o0.
n—-+0o0
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Exercice 2  Le discriminant de cette équation du second degré est A = (2\/5) —4x1x4=-8<0.
L’équation admet donc deuxsolutions complexes conjuguées :

:2\/5—1'\/5:2\/5—2'2\/5:\/5

9 5 1—-4) , =m=z=V2(1+i)

21
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On a |z1| =2 et arg (z1) = 6 tel que cosf = - et cosf = — 5 ainsi 6 = - et done, z; = 2e"4.
On a alors, z9 =27 = 26i%.
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