Suites numériques jereg
I - Définition
Définition Une suite u est une fonction de IN dans IR.
Une suite u est donc un procédé qui a tout entier n associe le nombre u(n).

On note en général u,, le terme d’indice n au lieu de u(n), et la suite est notée (u,),
ot (Up)nen au liew de u :
u, est un nombre de la suite, et (u,) désigne ’ensemble de tous les nombres de

la suite.
u
Ex : Soit (u,) la suite définie par u, = 2n — 3, alors 3-“———1————:———?———:—
U= —3,u=—1l,us=1,u3=3 ... 2____:____:___:____:_
I S S N
= o I S
N
Uso = ... ‘1____?___I___T___I'
_ B IO S T
Us250 = - - - | | | |
3¢ ——t——————t+—-—--

Définition explicite : Dans I'exemple précédent, le terme général u,, est 'image de I'entier n par
une fonction usuelle :

Un = f(n)

ou f est la fonction affine f : x — 22 — 3.

Autres exemples : ® u, = 2n*> —3n +5; u, = f(n) avec la fonction du second degré f : x

6 3
° v, = nj_l ; v, = g(n) avec la fonction rationnelle g : x —
n

o w, =2"; w, = h(n) avec la fonction exponentielle h : x

Remarque : u, = f(n) : on ne considere que les images de f pour des valeurs entiéres, et non pas
pour tous les nombres réels d'un intervalle : on dit alors qu'on échantillonne, ou qu’on numérise, la
fonction f.

\ Echantillonnage \ Echantillons / suite

A Fonction et sa courbe y y
[}
C; * .
Uuit----® °
u2 ......... o
A U3 ............. )
[ > Uqe >
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

Définition par récurrence : On peut définir une suite en se donnant son premier terme ug et
une relation qui permet de calculer un terme de la suite a partir de
son prédécesseur : on connait ug, a partir duquel on peut calculer
u1, a partir duquel on peut calculer us, ...

up = 1000

Donner ug, uy, ug, us, 49 €t usg.
Upi1 = 1704un 0 ) y U3, 0 50

Exercice 1 On définit la suite (u,) par {
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Plus généralement, une suite est définie par récurrence par une relation de la forme wu, ;1 = f(u,),
ou f est une fonction définie, a priori, sur IR.

Exercice 2 Soit la fonction f définie sur IR par f : z + 3z — 2.

a) On définie la suite (u,,) par ug =1 et u,11 = f(u,). Calculer uy, us, uig, wigo €t U1000-

b) On définie la suite (v,) par vg = 2 et v,41 = f(v,). Calculer vy, vq, V19, V100 €t V1g00-

Exercice 3 On considere la fonction f définie sur [0; +-o00 par f(x) = 6 — . i 1 et la suite (uy,) telle
que ug = 1 et upy1 = f (uy).

a) Etudier le sens de variation de f.

b) Tracer la courbe représentative de f dans un repere orthonormal d’unité graphique 2 cm.

c¢) Placer ug sur 'axe des abscisses puis construire graphiquement sur 1’axe des abscisses les premiers
termes wuq, ug, Uz €t uy.

. d
Exercice 4 On considere la fonction f définie sur [0; +o0o| par f(z) =1+ 1 et la suite (u,) telle
x

1
que up = et Upr1 = f (up).

a) Etudier le sens de variation de f.
b) Tracer la courbe représentative de f dans un repere orthonormal d’unité graphique 2 cm.

c¢) Placer ug sur 'axe des abscisses puis construire graphiquement sur 1’axe des abscisses les premiers
termes wuq, ug, Uz €t uy.

II - Sens de variation d’une suite

Définition e Une suite (u,) est croissante si pour tout entier naturel n, u, 1 = Uy,.

Une suite (u,) est décroissante si pour tout entier naturel n, 11 < Uy,.

Une suite (u,) est constante si pour tout entier naturel n, U, 1 = Uy,.

o Une suite croissante ou décroissante est dite monotone.

Etudier le sens de variation d’une suite (u,) revient donc a comparer, pour tout entier n, les
termes consécutifs u, 1 et u,, soit aussi a étudier le signe de la différence wu,, 1 — u,.

Exercice 5 Etudier le sens de variation des suites définies par les expressions :

2" In —2 1
a) u, =n°—n+ ) u 3 c) u o ) u 3n+
e) (u,) définie par ug = 2 et pour n > 1, up11 = u, — n f) u, = (n—5)?
1\" on+2 n?+ 1
g) u (2) ) u a3 i) u o

Soit (uy,) la suite définie explicitement par u, = f(n), ot f une fonction définie sur IR,
alors (uy,) et f ont le méme sens de variation :
— si f est croissante, alors la suite (u,) est croissante,
— si f est décroissante, alors la suite (u,) est décroissante.

Démonstration : Si par exemple f est croissante sur IR, alors pour tout entier n, comme n+ 1 > n, on
a aussi f(n+ 1) > f(n), c’est-a-dire exactement que wu,11 > u,, donc (u,) est croissante.

Y. Morel - xymaths.free.fr Suites numériques- 1°¢S - 2/6


xymaths.free.fr

Remarque : La réciproque est fausse.

Par exemple, soit la suite (u,) définie par u, = f(n)
avec la fonction f(z) = = + sin(27x).

Alors, pour tout entier n, u,, = n+sin(27n) = n, et donc
(uy,) est croissante (c’est la suite des entiers naturels),
tandis que f n’est pas monotone sur IR.

Exercice 6 Etudier (de deux manieres différentes!) le sens de variation des suites définies par :

3n — 2 1 4
a)u, = :+1 b)un:—§n+3 c)u, = (n —5)? d)un:n—1+n+1
77,2 +1 3 2 3 2
e)u, = P =n+ (2n — 3) @, =n*—10n+26  h)u, = 2n3—30n*+54n

2n
IIT - Suites particulieres

1. Suites arithmétiques

Définition Une suite arithmétique est une suite dont chaque terme est obtenu en ajoutant la méme
quantité r, appelée raison de la suite, au terme précédent.
Pour tout entier n, upy1 = Uy + 17 <— Upt1 — Uy =T

+r +r +r +r +r +r
Uo (51 U9 us Uy s Up, Up+1

Exercice 7

a) Soit la suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout entier n par la relation u,; = u, + 1.
Alors, uy = ..., ups = ..., u3= ... .
(u,) est une suite arithmétique de raison r = .. ..

b) Soit (v,) la suite définie par la relation v,, = 5n + 2.
Alors, pour tout entier n, v, — v, = ....

On en déduit que (v,) est une suite arithmétique de raison r =

c) La suite (w,) définie par la relation w, = n? + 2 est-elle arithmétique ?

Propriété| Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme uq et de raison r, alors, pour tout entier n,
Up = Ug + NT.

Démonstration : Par définition d’une suite arithmétique, u; = ug+r, us = uy+r = (ug+7r)+r = ug+2r,
et donc la propriété est vraie pour les deux premiers termes.
De plus, si on la suppose vraie pour un entier p quelconque : u, = uy + pr, alors au rang suivant,
Upp1 = Up+7 = (ug+pr)+r =ug+ (p+ 1)r : la propriété est encore vraie pour 'entier suivant (p+1).
Ainsi la propriété s’étend, de proche en proche, a tous les entiers naturels, et donc, pour tout entier
naturel n, u,, = ug + 7.

Remarque : Cette technique de démonstration s’appelle une démonstration par récurrence.

Exercice 8
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1. Soit la suite arithmétique (u,,) de premier terme uy = —5 et de raison r = 2.

Calculer usgp2.

2. Soit la suite arithmétique (v,) de premier terme vy = 1200 et de raison r = —10.
Calculer v95. A partir de quel rang la suite est-elle négative ?

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r, alors, quels que soient les entiers m et p,
Up — Uy = (N — P)T.

Démonstration : D’apres le théoreme précédent, u,, = u +mr et u, = ug+ pr d’ol, en soustrayant ces
sy Um 0 D 0 ) )
deux egalites, U, — up = (m - p)’l'.

Exercice 9 Soit (u,) une suite arithmétique telle que uyg = —70 et ugs = 80.
Calculer la raison r de cette suite, puis calculer ug et u912.

2. Suites géométriques

Définition Une suite géométrique est une suite dont chaque terme est obtenu en multipliant par la

meme quantité q , appelée raison de la suite, le terme précédent.

. Unp+1
Pour tout entier n, upi1 = q X uy, <~ T = q
un

Xq Xq Xq Xq Xq xq
Uo (751 U9 us Uy s Up, Up+1

Exemples : o La suite de nombres 1, 2, 4, 8, 16, 32, ...des puissances successives de 2 est la suite
géométrique de raison g = 2 et de premier terme uy = 1.
e la suite (v,) de terme général v, = (—1)", pour laquelle vg = 1, v; = =1, v = 1, v3 = —1, .. .est la
suite géométrique de premier terme vy = 1 et de raison ¢ = —1.
e Soit la suite (w,) définie par la relation w,, = 2 x 3".

Un+1

Alors, pour tout entier n, = ...
Un

On en déduit que (w,) est une suite géométrique de raison ¢ = ...

Propriété| Soit (v,) une suite géométrique de premier terme vy et de raison q, alors, pour tout entier

n, v, = vy X q".
Exercice 10 Soit (u,) la suite géométrique de premier terme uy = 0,2 et de raison q = 1

Calculer uy et ugg.

Exercice 11 On utilise une feuille de papier, d’épaisseur e = 0,5 mm, que 1’on replie successivement
en deux. Quelle est 1'épaisseur de la feuille apres le premier pliage ? apres le deuxieme ? apres le n®me ?

Combien de fois faudrait-il replier cette feuille en deux pour obtenir une épaisseur supérieure a la hauteur
de la tour Eiffel (environ 300 m) ?
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Soit (uy,) une suite géométrique non nulle de raison q # 0, alors, pour tous entiers m et p,

Um,

— ,Mm=P

Up
Démonstration : D’apres le théoreme précédent, w,, = ug x ¢, et u, = ug x ¢”, et donc, en divisant

terme a terme ces deux relations (car si ¢ # 0, u, # 0), =
Uy Ug qP

. , u
Exercice 12 Soit (u,) la suite définie par ug = 5 et, pour tout entier naturel n, u, . ; = Higu
n
1
On définit la suite (v,) & partir de (u,) par v, = — + 1.
n
1) Montrer que la suite (v,,) est arithmétique. Préciser son premier terme et sa raison.
2) Exprimer v,, en fonction de n, puis u, en fonction de n.
. . . s : 4u,,
Exercice 13 Soit (u,) la suite définie par ug = —1 et, pour tout entier naturel n, u, 1, = R
o . . . . . 3, + 2 "
On définit la suite (v,) & partir de la suite (u,) par la relation v, = :
Unp
1) Montrer que (v,) est arithmétique.
2) Exprimer v, puis u,, en fonction de n.
) up = 1 1
Exercice 14 (u,) est la suite définie par 1 1 , et (v,) est définie par v, = u, — =.
Upr1 = éun -+ Z 2

1) Calculer wvp, vy, vy et v3 et conjecturer la nature de la suite (v,).
2) Prouver que la suite (v,) est géométrique.

3) Exprimer v, puis u,, en fonction de n.

IV - Sommes des termes d’une suite

Soit (u,) une suite, on cherche a calculer la somme des termes S = w, + Upi1 + Upyo+ -+ -+ Ug1 + Uy

Cette somme contient : termes.

1. Suite arithmétique

22 . . nn—+1
La somme des n premiers entiers naturels est : S, =14+2+3+---+n= %

Démonstration :
S, = 1 + 2 + 3 + ... + n—2 4+ n—-1 + n
S, = n + n—-1 4+ n-—-2 + ... + 3 + 2 + 1
25, = (n+1) + (n+1) + (n+1) + ... + (n+1) + (n+1) + (n+1)
La somme contient ... termes, et donc on trouve ainsi, 25, = ... , soit S, =
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Propriété| La somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique est égale au produit du nombre
de termes par la moyenne des termes extrémes :

Up + U,
up+up+1+"'+uqfl+uq:(q_p"_l)%

Démonstration : Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme ug et de raison r, alors,

S = Up+Upp1FUpra - F U1 FUg = Up+ (up+r) + (up+2'r> +--+ (up+(q—1—p)'r> + (up+(q—p)r)
soit,
S = (p—q+1)up+7“[1+2+---+(q—1—p)+(q—p)]

(q—p)g—p+1)

=(p—qg+1u,+r d’apres la propriété précédente

2 )
g—p+1 g—p+1
=02 (o (g pr] = 2D 4 (g ]
N————
:uq
2. Suite géométrique
1_qn+1
Pour tout réel q # 1, 1—|—q+q2+-~-+q"=17
-9

Pourq=1,14+q+¢@+ - +q¢"=1+1+1+---+1=n.
Démonstration : Pour ¢ # 1, S=1+q¢+¢*+---+¢" et donc, ¢S =g+ ¢*+ -+ ¢ =S —1+¢"H,

doi, S—¢q¢S=(1-¢q)S =

Propriété| La somme den termes consécutifs d’une suite géométrique, de premier terme a et de raison
1—-q"
qgest: a .
lL—gq

Exercice 15 Calculer les sommes : 1

11
8) S=1+244+8+16+ - +1024 b)) P=3+45+7+0+ 4121 ¢) Q=2+ + 5+ 5

Exercice 16 Résoudre les équations :

1 1 1 1
a)l+z+a®+a’+---+2"=0 b)-+=+—=+-+—==0 ¢) 27" +92° + 32 + 2 =0
A N a8

Exercice 17 Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u, = 3" + 4n — 3.
On note (v,,) et (w,,) les suites définies par v, = 3" et w,, = 4n — 3.

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique et que (w,) est une suite arithmétique
b) Calculer V,, = vg + vy + -+ + v, et W, = wg + w1 + - - - + wy,.

¢) En déduire la somme, en fonction de n, U, = ug + uy + -+ - + Uy,.

Exercice 18 Soit (u,) la suite définie par les deux premiers termes uy = 1 et u; = 2 et, pour tout
entier naturel n, u, o = 1,5u,41 — 0, duy,.

1) a) Montrer que la suite (v,) définie par v,, = u,1 — u, est géométrique.
b) Exprimer alors v,, en fonction de n.

2) a) Calculer en fonction de n la somme S, = 0,5 + (0,5)% + (0,5)3 + -+ - + (0,5)".
b)

Exprimer alors u,, en fonction de n.
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