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@ Probleme de Cauchy
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Principe général Probléeme de Cauchy

On appelle probleme de Cauchy une équation différentielle associée a
une condition initiale, par exemple,
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Principe général Probléeme de Cauchy

On appelle probleme de Cauchy une équation différentielle associée a
une condition initiale, par exemple,
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Formellement, un probléeme de Cauchy s'écrit

Y = (x,y)

y(0) = yo
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Principe général Probléeme de Cauchy

On appelle probleme de Cauchy une équation différentielle associée a
une condition initiale, par exemple,

{ Yy =3y—2  avec p(z,y) =3y(z) -2

y(0) =0 et yo =0

{ y = y2 avec o(z,y) = (y(z))*
y(0) = etyo=1

{ - y=0 avec p(r,y) = 10
y(O) =1 etyg=1 !

Formellement, un probléeme de Cauchy s'écrit

Y =@ (x,y)

y(0) = yo
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Principe général Maillage et résolution approchée

Maillage du domaine
On discrétise cet intervalle [a;b] avec n 4 1 points et un pas h :
I I I I I I I I |

|
T T T T T T T T T T
a=x9 X1 T e Tn-1 b=ux,

h h h h h h h h h

Résoudre I'équation 3’ = p(x,y) signifie déterminer la fonction y, ou
encore les valeurs y(x) pour tout = € [a;b].

La résolution approchée consiste a trouver une valeur approchée
y; = y (x;) aux noeuds du maillage.
Par exemple, pour h = 0, 1, on cherchera

Yo = y(zo) = y(0)
y1 =y(z1) =y(0,1)
Y2 = y($2) = y(o? 2)
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Principe général Approximation de la dérivée

On cherche donc les approximations y; = y (x;) aux noeuds.
En ces noeuds, I'équation s'écrit

/

Y =o(x,y) =y = ¢ (i, y))

Il reste 3 approximer g, cf. "approximation numérique de dérivées” |,
Y
par exemple, avec un schéma décentré a droite :

y(w; +h) —y(z;)
h
Yi+1 — Ui

yi =y (z;) =~

h
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Principe général Méthode d'Euler

On obtient la méthode d'Euler :

Yit1 — Yi
% ~ y; = go(xz,yz) | Yi+1 =Y + hSO (xzuyz)

Exercice 1 :
On considere I'équation 3’ + y? = 0, avec y(0) = 1.
© Résoudre cette équation (exactement) puis donner la valeur de
y(1).
© Ecrire cette équation sous la forme d’un probléme de Cauchy
y' = p(x,y) puis, en utilisant la méthode d’Euler, calculer une

valeur approchée de y(1) avec un pas h = 0,2
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Principe général Intégration d'une équation différentielle

Une autre maniére d'aborder le probleme consiste a intégrer |'équation,
aprés maillage :

Tit1 , Ti41
Y = ¢(x,y) :>/ Y :/ o(z,y)
Ty Ty
Tit1
= Yiy1 — Vi = / o(,y)
z;
En utilisant la méthode des rectangles, a gauche, on retrouve la méthode

d'Euler,
Yir1 = Yi + ho (24, Y;)

On peut utiliser alors toute autre méthode d'intégration numérique.
Avec la méthode des trapézes, on obtient la méthode d'Euler modifiée
(améliorée)

h
Yit1 = Yi + ) (so(% vi) + ¢(Tiv1, yi—i—l))
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@ Méthode de Runge-Kutta
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Principe général Méthode de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge et Kutta repose sur la formule de Taylor. L'idée
est la méme que celle vue dans I'approximation numérique de dérivées :
obtenir une plus grande précision en combinant et annulant certains
termes du développement.

Les méthodes de Runge-Kutta sont couramment utilisées, particulierement
Runge-Kutta d'ordre 2 (RK2) et Runge-Kutta d'ordre 4 (RK4)
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Principe général Méthode de Runge-Kutta

RK2 peut étre vue comme une version d'Euler améliorée, car prenant en
compte un demi-pas intermédiaire :

La relation de récurrence s'écrit
Yi+1 = Yi + he (xi+%’yi+%)

avec

h
Yirl =Yt 59 (i, 94)
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Principe général Méthode de Runge-Kutta

RK4 est une des méthodes le plus couramment utilisée, car tres précise et

efficace.
%+1=yi+h<Ahy+Bk1+C%2+IM3>

avec
(ko = o (zi;9:)
k1= (v + 2,y + Lko)
ko = ¢ (2 -l-%,yi-i-%lﬁ)
\ k3 =@ (@i + hiyi + hks)
cf. TP ...
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Equations différentielles d’ordre 2

On peut approximer une solution d'équation différentielle de tout ordre
comme précédemment, a I'aide d'un maillage, puis en approximant les
dérivées.
Exercice 2 :
On considére |'équation différentielle y” — 4y = 0 sur [0; 3],
avec les conditions initiales y(0) = 0 et 3/(0) = 2.

© On se donne un maillage régulier de [0; 3] avec un pas h :

x; = ih et on note y; = y (z;).

Donner une approximation de la dérivée seconde y” (z;).

© En déduire un schéma numérique d'approximation de
I'équation différentielle y” — 4y = 0.
On exprimera y;1 en fonction de y; et y;_1.

© Préciser les conditions initiales yg et y; a 'aide des
conditions initiales de I'équation.
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