Fonctions d'une variable réelle
BTS
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1 Fonctions usuelles

1.1 Fonctions en escalier

Définition Une fonction en escalier est une fonction constante par intervalles.

fonction en escal

-2 s1 8<zr< -2
. . o ) B 6 si —2<z<0
Exercice 1 La fonction définie sur [—8 ;+oo [ par f(z) = 3 6 O<ax<d est une
1 si 4<x
ier A
4
2
8 6 4 o { L B -
2

1.2 Fonctions affines

Définition a et b sont deux réels donnés. La fonction définie sur IR par f(x) = ax + b est appelée

fonction affine.

Sa représentation graphique est la droite d’équation y = ax + b, ou :
— Le réel a est le coefficient directeur de cette droite.

— Le réel b est l'ordonnée a l’origine.

Une fonction affine est dérivable sur IR de dérivée f'(x) = a. D’olu les tableaux de variation suivants :

a>0

T

—0

signe de f'(x)

variations +00
de f —00 /
signe de f - 0 +

Exercice 2 Le graphique ci-contre représente les

d’équation :

d

y=x+1
ry =2

Yy =—3r —2
1’251
:yzzx—?)

1.3 Fonction logarithme
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a<0
T —00 —3 +00
signe de f’(x) -
variations 400 \
de f —00
signe de f - 0 +
A
dy
droites
(12
1
0 >
A
// 5
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1
Définition La fonction logarithme népérien, notée In, est l'unique primitive de la fonction v — —
x

définie sur ] 0 ; +oo | qui s’annule en 1.

Conséquences directes :
— In(1) =0,

— la fonction logarithme népérien est dérivable sur | 0 ; +oo [ et pour tout z > 0, In’(z) = —
T

Propriété Soit a et b deux réels strictement positifs et n est un entier naturel, alors :
o In(ab) = In(a) + In(b). e In (%) — In(a) — In(b).
1 1
e In (—) = —In(a) e In(a") =nln(a) e In(y/a) = 5 In(a).
a
Exercice 3 Transformations d’expressions numériques et algébriques :
192 1
m (%) —In (56) — In(16) — In(9) = In(2) — n(32) = 41n(2) — 2In(3).
1 1 1
— In(v/96) = 3 In(96) = 3 In(2° x 3) = 5[5 In(2) + In(3)].
1
— In(z +3) + In(2z + 1) = In[(z + 3)(2z + 1)] = In(22* + Tz + 3) pour = € —] 3 +o0 [
Propriété e lim Inz=—00 e lim Inx = +o0.
z—0t T—+00

Conséquence graphique : La droite x = 0 est donc asymptote verticale a la courbe représentative
de la fonction In.

D’ou le tableau de variations et la courbe :

x 0 1 400
f'(z) +
+00
f
_oo/
signe - 0 +

1.4 Fonction exponentielle

Définition La fonction exponentielle est la fonction définie sur R par exp(z) = €*, * étant ['unique
nombre réel positif dont le logarithme vaut x.

Remarque : Les fonctions exponentielle et logarithme sont réciproques l'une de l’autre :
Pour tous réels x et y > 0, y=e¢" < In(y)=z e In(e)=z e €=y

Graphiquement, les courbes sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice (y = x) dans un
repere othonormal.

Conséquences directes : o exp(z) =e” > 0 et exp(1) = ¢! = e & 2, 718.
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Propriété Soient a et b deux réels et n est un entier relatif, alors :

a
1
b 6_ — ea—b e —¢ @ ° (ea)" —e

— 6a—i—b °
el e

e c’ Xe an

Exercice 4 T{ansformations d’expressions numériques et algébriques :
2% B x — X (e72)3 = 2+3-1+6 — (T,
T3 ¢ e2rtl — e(x+3)+(2x+1) — 37+
- (em—2)2 — e2x—4
Propriété e lim e* = 0. e lim e* = 4o0.
Tr——00 T—+00

Conséquence graphique : La droite d’équation y = 0 est donc une asymptote horizontale a la
courbe représentative de la fonction exp.

Propriété La fonction exponentielle est dérivable sur IR de dérivée (e*) = e”.

D’ou le tableau de wvariations et la

courbe :
T —o00 0 +Hoo
f'(z) +
+00
f
0 —
signe +

1.5 Fonctions puissance

Définition Soit a un nombre réel, la fonction puissance (d’exposant) o, notée f, est la fonction
qui, a tout nombre x € R’ associe

fa(aj) — xa — ealnx

1
i’onaf%(aj‘>:x%:6%1nm:\/§.

Exercice 5 Dans le cas ou o =

Propriété Pour tout o, la fonction f, est dérivable sur RY, de dérivée f!(x) = ax® .

Sens de variation :
Dans le cas ot = 0, la fonction fo(z) = 2% =1 est constante sur IR* .

Dans le cas ot a # 0, f/(z) = ax® ! est du signe de v sur IR

D’ou les tableaux de variation suivants :

a<0 a>0
x 0 400 T 0 400
signe de f!(x) — signe de f/(z) +
variations +00 variations 4+
de f, \ de f, /’OO
0 0
signe de f, + signe de f, +

Allure des courbes représentatives des fonctions puissance :
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2 Limites
2.1 Interprétation graphique

Limite en un point :

1 ! ! [ia) !
I T T Y T

4432 A

limsf(x) =1 glgl—%f(x) = oo
T——
La courbe admet une asymp-

T n'y a pas dasymptote, tote verticale d’équation x =

Limite en oo :

\ixi
I}

Q !
IR !

EAERENE W

li =2
:(:—1>1’—‘,I-100 f(x) 1121 f
T—+00

La courbe admet une asymp-
tote horizontale d’équation
y=2.

Il n’y a pas d’asymptote.
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lim f(z) = —oc0

r——2"

La courbe admet une asymp-
tote verticale d’équation x =

I
—i4: 3. 2,41 4

Il n’y a pas d’asymptote.
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Définition Soit f une fonction et d la droite d’équation y = ax + b tel que :

lim |f(z) — (ax +b)| =0

r—+oo

on dit alors que la droite d est une asymptote oblique a la courbe représentative Cy en

+o00.

1 1
Exercice 6 Soit f la fonction définie sur IR* par f(z) = — + 5%+ 1.
T

Onaf(x)—(

1
2

—x+1

)

1
= — et donc lim
€T T——+00

2.2 Limites des fonctions usuelles

- (e19)

1
Ainsi la courbe admet une asymptote oblique d’équation y = 5% + 1.

lim
r—r—+00

)-o

Voici un tableau qui résume les différentes limites des fonctions de référence (la notation < x >signifie
qu’il faut appliquer la < regle des signes »).

1 )
flx) [z",neIN| —=z"nelN|z¥,a>0| —, a>0 Inx expx | cosw sin
xn o
lim *00 0* indéfini indéfini | indéfini | 0T | aucune | aucune
T——00
lim 0* *00 indéfini indéfini indéfini 1- 1~ 0~
x—0—
lim+ 0t +00 0t +00 —00 1t 1T 0t
z—0
lim +00 0t +00 0t +00 +00 | aucune | aucune
Tr—400

2.3 Opérations sur les limites

Dans tout ce qui suit, la notation < FI » désigne une Forme Indéterminée, c’est a dire qu’on ne sait
pas déterminer directement, sans autre calcul, par une regle élémentaire.
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2.3.1 Limite d’une somme

lim f l +00 | —00 | —00
lim ¢ I +oo | o0 | —00 | 400
lim (f+g) |+ ]| oo | +00 | —00 | FI
Exercice 7 Calcul de <« sommes > de limites :
lir% e* =1 ,
r—r 3 x J—
* fim o? = o ( m(ef+a)=1
z—0
1
lim = = 0~ ) (1 2)
e zI3—00 I Im |—+4+2°| =4
lim 22 = 400 T——00 \ T
Tr—r—0o0
liIJP Inz = +o0 ,
T—+00 : _
* lim 22 = 4o :BETOO (Inz+2%) = +oo.
T——+00
lim = = —o ,
Tr——00 1 = —
* lim 2 = —x xl—l>r—rloo (z+27) = —o0.
Tr—r—00
lim 2?2 = 400
o T lim (2?2 +2%) est une forme indéterminée du type oo — oo.
lim 2° = —-o© T——00
Tr—r—00

2.3.2 Limite d’un produit lim f I [£0 ]+ | 0
lim g I +oo | oo | oo
lim (f xg) | I x| %00 | %00 | FI
Exercice 8 Calcul de < produit > de limites :
liII(l) (e*4+3) = 4
r—> : T T _ _
* fim (er—2) = —1 ( Hmlle+3)x (e =2)]=—4
z—0
o lim [(x —3)x —| = —o0
Iim -— = 400 z—0t X
z—0t T
lim (r—1) = —o0 ,
T——00 : _ —
S = —00 xl_l}I_Iloo[([L’ 1) x @) = +o0
T——00
lim (2?2 4+1) = +o0 ]
e T lim {(ﬁ +1) x —} est une forme indéterminée du type 0 x oo.
lim — = 07 T==00 z
r——00 I
2.3.3 Limite d’un quotient lim f I I I | +o00 | +00 ] O
lim g I'#0 | oo | O I' | o0 | O
[
lim (i) - 0 |*00 | *00 | FI | FI
g I

Exercice 9 Calcul de < quotients > de limites :
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lim (¢ +3) = 4) <ex+3) 5

lim e —2) =
z—0

lim (l —3) =
-  x—+00 xr

lim 22 =
T—r+00

lim z—4 = —4}
=0t

lim =z = 0"
z—0t

lim Inxz = —00
=0t
lim (z—1) = -1

z—0t

lim (z—1) = —oo}

lim 2° =
T——00

lim 22 = 0
~ x—0
lim /x = 0

z—0

2.3.4 Compositions

Propriété Soient deux fonctions : f définie de I dans J et g de J dans IR.

lim f(z) =b

T—a
limg(z) = ¢
x—b

} alors

Exercice 10 Calcul de ”composition” de limites :

r—a

lim (x4+3) = — ,

T——00 . r+3 __
* lim €X = 0 xl—l>r—rloo € =0

X——o00

lir}rq 2z +1) = 400

T—>+00 . o
* Yhm mX = 4oo [ L0, D@4l =oo

r—r+00

liII(l) (x+4) = 4

z— : _
"m VX o= 2 MVETITE

—

lim (go f)(z) = lim g[f(x)] = c.

r—a

2.4 Calcul de limites dans les cas de formes indéterminées

Dans ce cas, toutes les situations sont a priori possibles : existence d’une limite finie, nulle ou non;

existence d’une limite infinie ; absence de limite.

Les quatre cas d’indétermination des limites sont :

lim f(z) | limg(z) | Limite indéterminée | type d’indétermination
+o0 —00 f(x)+g(z) 00 — 00
0 +oo f(z) x g(x) 0 X 00
P 6 0
g(x) 0
+o00 +o00 @ >
g(x 00
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Exercice 11 Indétermination du type < oo — 0o », par exemple : lim (3z% — x)

r——+00
lim 322 = 400
En effet, #7771 donc lim (3z%—=) est une forme indéterminée du type oo —oo.
hrf r = 4o Z—3-Foo
T—>r+00

1
Le terme prépondérant est 2 que I'on met donc en facteur : f(z) = 32? — x = 22 (3 - —).

T
lim 2?2 = 400
e d'ou lim f(z) =400
1 ou = .
lim (3 — —) = 1 F=+00
Tr—400 €T

Remarques : De maniére générale, le comportement d’une fonction polynomiale en ‘oo est dicté par
le comportement de son terme de plus haut degré en +oo.

De maniere tout aussi générale, pour lever l'indétermination dans une somme ou soustraction de
termes, on factorise par le terme prépondérant (le terme de plus haut degré dans une expression
polynomiale. . .)

Exercice 12 Indétermination du type < .

1_1):21 (22+22x+1) = +oo ' 22+ 20 + 1 . .

o hI_{l (227 — 3) ~ o im (m) est une forme indéterminée du type
T—r+00
00

L — > .

00
— Pour x # 0, on factorise par la puissance de x maximale et on simplifie :

2 1
21+ 4+ = 2=
f(x) 22 +2rx+1 x<+x+x2) 1+:)3+:£2
xTr) = 7 = = .
207 =3 :52(2—%) 2—i

lim (14+2+5%) = 1}

T—+00
lim (2- %) = 2

T—r—+00

Remarque : De maniere générale, le comportement d’une fraction rationnelle en +oo est dictée par
le comportement du quotient des deux termes de plus haut degré.

Exercice 13, Indétermination du type < 0 X oo > :

1
lim — = 0 ) 1 . .
— a2t ¥ lim |—(2® + 1)| est une forme indéterminée du type < 0x 0o .
lim (z2+1) = +o0 votoo | X
T—>+00
1 1
— On développe : f(z) = —(2*>+1) =2+ —.
x x
lirf r = +o00o
T—r+00
— 1 d’ou lim f(x) = +o0.
lim — = 0F 1‘—>+°°f( )
r——+00 I

Exercice 14 Indétermination du type < = > :

lim (z2—1) = 0 }
z—1

2
r° — 0
lim ( 1 ) est une forme indéterminée du type —.

lim (z—1) = 0 x — 0
z—1 ) ] ] ]
— On factorise : f(:c):x = (z= D+ 1) =z+1.
x—1 r—1
— lim (z—1)=0 donc: lim f(z)=
z—1 z—1
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2.5 Croissance comparée de ’exponentielle, du logarithme et des fonc-
tions puissance

cai s , . Inx . e
Propriété Pour tout nombre réela >0 : lim —— =0 et, lim — = 400,
z—+oo % r—+oo ¢
o . Inz . e
En particulier, pour « =1, lim — =0, et lim — = 4o00.
r—+00 I r——+00 I

I

L’idée a retenir : En 400, on a l'ordre de prépondérance : 7 Inx < 2% < e*’

Corollaire Pour tout o > 0, lir% 2*Inz =0 et lim 2zx%* =0.
Tr—> T——00

En particulier, pour a =1, lim zlnz =0 et lim ze* =0.
z—0 T——00

3 Dérivation

Dans cette partie, f est une fonction numérique définie sur un intervalle I, C' sa courbe représentative
dans un repere. a et x sont deux réels distincts de [

3.1 Nombre dérivé en un point

On souhaite trouver une fonction affine (droite) qui réalise une bonne approximation de la fonction
f au voisinage d’un point d’une courbe.

Exercice 15 Pour h voisin de 0, on a :

— (1+h)?>=1+2h+h? donc, quand h tend vers 0 : (1 + h)? =~ 1 + 2h.
— (1+h)?P*=143h+3R2+h donc, quand h tend vers 0 : (1 + )% =~ 1+ 3h.
— =1—-h+ - d d h tend 0: ! ~1—h

T h = onc, quan end vers 0 : = ~ .

Définition Soit f une fonction définie en a et au voisinage de a, on dit que f est dérivable en a
s’il existe un réel A est une fonction € tels que, au voisinage de h =0, on a :

fla+h)= f(a) + Ah + he(h), avec lim €e(h) = 0.

h—0

A est appelé nombre dérivé de f en a, et est noté f'(a).

Exercice 16 On considere la fonction définie sur IR par f(x) = 2%

fla+h)=(a+h)?=a>+2ah+h* = f(a)+ (2a)h + hxh
fla)+  Ah + he(h)
Dong, f est dérivable en a de nombre dérivé A = 2a : f'(a) = 2a.
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f(2) = fla)

fla+h) = f(a)
— [ est dérivable en a et on note cette dérivée f'(a) si la limite suivante existe :

) — tim L0 1) = f0)

h—0 h

Définition — Le taux de variation de la fonction [ entre a et x est le quotient :

— Avecx=a+h < x —a=h, ce quotient s’écrit aussi :

Exercice 17 Soit f définie sur IR par f(z) = z°.
— le taux de variation de f entre a et a + h est :
fla+h)—f(a) (a+h)*>—a® a*+2ah+h*>—a* 2ah+h*

— = = 2a + h.
h h h h ot
— donc, f'(a) = }lir% (2a + h) = 2a.
_>
— En particulier, f/(3) =6, f/(0) =0 ...
A
Interprétation graphique : T
Lorsque h se rapproche de 0, le point M se rapproche du flathjp====pf~7~~ |
point A. 1 :
Ainsi, la droite (AM) se rapproche de la tangente 7 au !
point A T !
f'(a) correspond au coefficient directeur de la tangente T Flayk-#4 |
au point d’abscisse a. | |
L | | | | | .
4 a a+h \

3.2 Fonction dérivée

Définition Soit f une fonction dérivable en tout point x d’un intervalle I, alors la fonction qui a
x associe f'(x) est appelé fonction dérivée de [ sur I.

On obtient le tableau de dérivation suivant :

Fonction f | Fonction f’ Ensemble de définition de f
k 0 R
ar +b a R
1 1
- = R*
X 17:2
= R
x® ar®! Rsiae N oulR*sia € Z* ouR} sia € R
1
In(z) - R}
i
e’ e’ R
sin(z) cos(z) IR
cos(x) —sin(x) R

Exercice 18 Calculer la dérivée des fonctions suivantes :
e f@)=3r-2  ef(x)=a® ef(x)=ai e f(z)=at
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3.3 Opérations

u et v sont deux fonctions définies et dérivables sur un méme intervalle .

Opération Fonction Dérivée
Addition u+v u 4+
Multiplication par un nombre | & X u avec k € IR kxu
Multiplication U X u' X v+ux
Puissance u" nxu xut !
oL U WX v—uxv
Division — 5
U U ,
1 v
Inverse — -
U v
Fonction composée fog flogxg
exponentielle e u' e*
7
logarithme In(u) —
u
sinus sin(u) u cos(u)
cosinus cos(u) —u' sin(u)

Exercice 19 Calcul de dérivées :
e f(z) =2*+ x4+ 3 : On utilise la formule (u + v)’ = v/ + v avec u(z) = 2* et v(z) = x + 3.
On obtient f/(x) = 32% + 1.

o f(x)=3(z*+4) : on utilise la formule (ku) = ku’ avec k = 3 et u(z) = 2> + 4.
On obtient f'(z) = 6z.

e f(z) = (—2x + 3)(5z — 3) : On utilise la formule (uv)" = vu'v + wv’" avec u(x)

v(x) = bxr — 3.

On obtient f'(x)

—20x + 21.

o f(x)=(2z —7)%: on utilise la formule (u?) = 2uu’ avec u(x) = 2z — 7.
on obtient f'(z) =4(2z — 7).

o f(z)

1

-4
+3
on obtient f'(x) =

T 3r+1
on obtient f’(x)

/
: On utilise la formule (E)

v
—322+8x+9
(x4 3)2

/
: On utilise la formule (l)

3
(=3z+1)%

uw'v —ur

02

o f(x) =3t On utilise la formule (e*)’ = u’ e* avec u(z) = 3z + 1.
on obtient f’(x) =3 3T

on obtient f'(z) = —2sin(2x + 1).
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!/

o f(z)=In(—2x+5) : On utilise la formule (Inu)" = L avee u(r) = —2x + 5.
u
-2
on obtient f/([lf) = m
e f(z)=cos(2z + 1) : On utilise la formule cos’'(u) = —u'sin(u) avec u(z) = 2z + 1.

—2x + 3 et

avec u(r) = 3xr — 4 et v(x) = 2% + 3.
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3.4 Dérivées successives

Définition Soit f une fonction dérivable. Lorsque cela est possible, on définit les dérivées successives

de f notées :

A R T P A

Exercice 20 Soit f la fonction définie sur IR par f(z) = 223 — 2% + x + 3, alors

o fl(x)= ... o f'(x)= ... o f"(x)= ... o fW= o fO) = . o 0107 —
. A . s df , & f "
En physique et en mécanique, on utilise la notation différentielle : pri f et proie f
x x
Exercice 21 Dans un circuit R, L, C en série, on
a:
. dg C
— = —.
o8 :
i
— e=—L—. oo
¢ @ .
— donc : e = —Ld—t;].

Si par exemple, ¢ = 5cos(t), alors i = —5sin(t) et e = —5L cos(t).

3.5 Equation de la tangente

Propriété Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et dérivable en a € I.
La tangente T, en a a la courbe Cy a pour équation :

To:y = f'a)(x—a)+ f(a).

Exercice 22 Soit f(z) = 2* + 2. Les équations des tangentes Ty en 0 et 7_; en —1 sont :
— fl(x) =2x

— f/(0)=0donc Ty : y =0 x (z—0)+ f(0) = 2.

— fi(=1)==2donc Ty :y=-2%x (z+1)+ f(-1) = =2z + 1.

4 Etude des variations d’une fonction

4.1 Lien entre dérivation et sens de variation d’une fonction

Le nombre dérivé f'(x) de la fonction en x est le coefficient directeur de la tangente a la courbe de

f au point d’abscisse x.

Ainsi, si ce coefficient directeur f’(z) est positif, la tangente est une droite croissante, donc la courbe

et la fonction aussi, "au voisinage de z”.

Si f'(x) est négatif, la fonction est donc décroissante au voisinage de x.

Plus précisément :
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Propriété On suppose que f est dérivable sur 1.
— f est croissante sur I <= f'(x) = 0 pour tout x € I.
— f est décroissante sur I <= f'(x) < 0 pour tout x € I.
— f est constante sur I <= f'(x) =0 pour tout x € I.

Il est donc possible de déterminer les variations d’une fonction a partir du signe de sa dérivée.

Exercice 23 Etude d’une fonction polynéme : f(z) = 22 — 322 — 122 — 1.

Pour tout réel x on a f'(z) = 622 — 62 — 12 = 6(2> — z — 2).

2

On détermine le signe du trinéme du 2" degré 22 — x — 2 en cherchant ses racines et on trouve —1

et 2.

On connait alors le signe de la dérivée et on en déduit immédiatement les variations de la fonction

f:

x —00 —1 2 +00
signe de f'(x) + 0 - 0 +
6 +00
variations de f N Ny Ve
—00 —21

f est croissante sur | — oo ; —1 ] et sur [ 2 ;+oo [ et décroissante sur [ —1 ; 2 ].

Exercice 24 Etude d’une fonction logarithme : g(r) =222 +1 —1Inz.

1 422 — 1
g est définie et dérivable sur IR’ avec, pour tout réel z > 0, ¢'(z) = 40 — — = v =
x x
(2x 4+ 1)(2x — 1)
. :
1
Le trinome du second degré du numérateur 422 — 1 admet 2 racines —3 et 7
x 0 % +00
42° — 1 — 0 +
T + +
signe de ¢'(x) — 0 +
400 400
variations de g N ya
% +1n2

Exercice 25 Etude d’une fonction exponentielle : h(x) = (x4 2) e .
h est définie et dérivable sur IR.
Pour tout réel x on a h'(z) =1 x e+ (x+2) X (—e*)=(1—2z—-2)e " =(—x—1) e ™.

x —00 -1 +00
—r—1 + — -
e + — +
signe de h/(x) + 0 -
e
variations de h N N
—00 0
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4.2 Extremum d’une fonction

Propriété f est une fonction dérivable sur l'intervalle I.

Si f admet un extremum (minimum ou mazximum) en a distinct des extrémités de I,
alors f'(a) = 0.

Remarque : Attention, la réciproque n’est pas vraie : le fait que f'(a) =0
nimplique pas forcément qu’il existe un extremum en a.

Exercice 26 La fonction f(r) = z3 est définie et dérivable sur IR.
f'(z) = 32 donc, f'(0) = 0 mais f n’admet ni minimum, ni maximum —1
en 0.

Remarque : La tangente a la courbe en un point a ou f'(a) = 0 est
parallele a l'axe des abscisses.

4.3 Résolution de I’équation f(z)= A +

Propriété Si f est une fonction continue, dérivable et stric-
tement croissante [resp. décroissante] sur un in-
tervalle [a;b] alors, pour tout X € [ f(a); f(b)] +
[resp. [ f(b); f(a)]], Uéquation f(x) = X admet Fla)y - —#A

une solution unique sur 'intervalle [a;b].

Qa__
S
[ T e

Exercice 27 Soit f(z) = 23+ x + 1 = 0. On cherche a résoudre 1'équation f(z) =0 & 107! pres.

— f est définie et dérivable sur IR, avec pour tout réel x, f'(z) = 322 + 1.

— " est strictement positive sur IR, on en déduit que f est strictement croissante sur IR.

— on calcule f(—=1) = —1et f(0) = 1.

— D’apres le théoreme, 0 € [ f(—1); f(0)] = [—1;1], I'équation f(z) = 0 admet donc une solution
unique dans Uintervalle [—1;1].

— A la calculatrice, on trouve f(—0,7) = —0,043 <0 et f(—0,6) = 0,184 > 0.

— La racine vaut donc —0,7 & 107! pres.
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