Exercice 1 BTS, Groupement A1, Nouvelle Caléadonie, 2006;\ 8 points

1. ¢ est 2m-périodique avec : T+
{ p(t) =t si 0<t<m
t) = 0 si 7<t<2nm ' : : . l l
#(0) -2 ~1r O 1m 27 3 47
I I I 1 Toor
2. a. ap = — t)dt = — tydt=— | tdt=— |=t*| =~
o o T/O plt)ydi=52 | eBdi=52 | 27r{2 L 1
I I 1 [1]" w2
2 (T 2
3. a, = —/ o(t) cos(nwt)dt avec T'=2m et w = — =1, d’on,
T /o T
2 " t) cos(nt) dt 1/7} (nt) dt
n = — n = — n s
a or /. (t) cos ) oS

1
que l'on peut intégrer par parties, en posant u = ¢, v’ = 1, et v' = cos(nt), v = —sin(nt) :
n

1 T 1 1 .
a, =— <[uv]g — / u’v) = — <[—t sin(nt)] — —/ sin(nt) dt)
T 0 T\ |n o nJo
1 1 1 T 1
— 2 (j0—0]— = |—Zcos(nt)| | = — _1
- <[ | - [ - cos(n )} 0) — [cos(nm) — 1]
4. a. | ap a by a2 by as b3
T 2 1 0 1 _2 !
4 T 2 91 3

™

b. S (%) = ag + a1 cos <Z> + by sin (g) + ay cos (g) + by sin (g) + a3 cos (%r) + b3 sin (
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puis, ¢ (Z) — S3 <Z> =1 S <Z> =55 <_9_7r + 5) ~ —0, 04 arrondie & 1072.
1 7 1[4 1 4 1
I R 1R T U BU N’ {;+1+o+1+8w +§]
_m 1[4x82 49
16 2| 8lm? 36
2 12
b. On trouve, arrondies & 1072, p2 ~ 1,45 et pZ; = 5 = 1,64, d’olt M—Qz; ~ 0, 88.
Exercice 2 BTS, Groupement A1, Nouvelle Caléadonie, 2006 8 points
1. En appliquant la transformée de Laplace a 1’équation différentielle, on obtient la relation
algébrique :
pS(p) — s(07) + S(p) = E(p)
. . 1
soit, puisque s(0) =0, pS(p) + S(p) = S(p) (p+1) = E(p) <= S(p) = mE(p)-
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2. La fonction e est définie par : e(t) = tU(t) — (t — H)U(t — 1)
si t<0 1h-—
|
a si 0<t<1 |
_t—t—l)_l sit>1 q 1
1
b = e_p—: 1—e?
p? p? p( )
1 1
c. On en déduit que S(p) = +1E(p) 7(1 — e P).
p
d 1 _g+£ c app+ +bp+1)+cp (a+o)pP+(a+bp+0b
pp+1) p p* p+l p*(p+1) p*(p+1)
d’ou, en identifiant : b=1,a+b=0 < a=—-1,eta+c=0 < c=1, et donc,

1 1 1 1

p2(pir1) p P Pl .
e. D’apres ce qui précede, S(p) = —— (1 —e™?) = <—— + =+ —) 1—e™P),
(p) p(p+1( ) PR p+1( )
et donc, S(p) = —];+p2 +m+e P —e‘pﬁ —e‘pp+1
ainsi, s(t) = —U(t) +tU{#) + e Ut) + Ut — 1) — (t = DU(t — 1) — e DUt - 1)
soit, s(t) = [-1+t+e|UW)+[1— (t—1) —e DU -1)
f. On a alors, en temps :

/

)
111 1 1 1
p

s(t) = 0 si t<0
s(t) = —1+4+t+e™ si 0<t<1
st) = —l4t+e'+1—(t—1)—e 0D
= et+1—e D
\ = 1+e'(1—¢) sio 1<t
1
3.a. s(17) = lim s(t)= lim (-1+t+e’)=e'==
t—1 t—1 €
t<1 t<1 1
s(17) = lim s(t)= lim (1+e'(l—¢)=1+e'(l-€e)=1+e'—1=¢e'=-".
t—1 t—1 €
t>1 t>1

On a donc s(17) = s(17) : la fonction s est continue en 1.

b. Sur ]0; 1[: §'(t) = 1—e " = e7* (" — 1). Or, comme la fonction exponentielle est strictement
croissante, pour 0 <t < 1, e’ =1 < e! < e! = ¢, et donc s est croissante.

Sur |1; +oo[: §'(t) = —e (1 —€). Or 1 —e < 0, et donc §'(t) < 0, d’out s est décroissante.
c. On en déduit donc que s est croissante sur |0; 1] et décroissante sur |1; 4o00].

d. Comme lim e™*=0,0onadonc lim s(t)= lim (1+e"(1—¢)) =1
t—+o00 t—+o00

t——+o00
1 1
e. pS(p) =p———(1—¢€7?) = 1—e?
(®) p2(p+1)( ) p(p+1)( )
1 1
-p ~ —_ —_ -p ~ e ~ g
Or, e ol 1—petdoncl—e farg2 d’ou p S(p) ol p(p—l—l)p Pt et donc,

lim pS(p) = 1. On retrouve alors le théoreme de la valeur finale : lim pS(p) = lim s(t) =1
p—07F p—0+ t——+o0
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