Transformation en Z

On dispose d’outils adaptés a I’étude de signaux analogiques : les séries de Fourier (lorsque le signal
est périodique) et la transformée de Laplace (lorsque le signal est causal).

L’utilisation de plus en plus fréquente de calculateurs numériques nécessite la manipulation de
signaux discrets (soit des suites suites discretes telles que des suites binaires, utilisées entre autre
pour stocker et transmettre de 'information, soit des suites discretes provenant de ’échantillonnage
d’un signal analogique tel que par exemple la numérisation de signaux audios).

Pour I'étude de tels signaux discrets, I'analogue de la transformée de Laplace est la transformée

en z.
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Signal analogique s Echantillonnage
s(t) défini pour tout t réel, t > 0 (signal causal) du signal s aux instants t;

—_——————e

S —-——-e
Tif——-e

Signal numérique (s,,)
sp = s(n) = f(t,) défini pour tout n entier, n > 0

I - Série entiere

1) Exemple et définition

N
1— N+1
Exemple : Soit  un nombre réel, alors on sait que Z " =14+ttt 4N = %
- -
n=0
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m 2" =0, on a en prenant la limite de ces deux termes :

Ainsi, lorsque |z| < 1, et donc, li
N—+o00

400 1
2;%17:: —

1 X1\ &1 1
Par exemple, lorsque x = 27 Z (5) = SR 2.
n=0 n=0 1— 5

Soit la fonction f définie sur IR\ {1} par f(x) =

1 b
T alors, sur | —1;1[, on a f(z) = nz_:lz" Pour

x > 1, f(x) existe, mais pas la série.

Définition On appelle série entiere de la variable x, toute série de terme général u,, = a,x", c’est-
a-dire toute expression :

400
n __ 2 3 n
anx” = a9+ a1 + agx” + azx” + - -+ a,x + ...
n=0

Sur tout intervalle ou elle est convergente, cette série a pour somme une fonction.

Remarque : Une série entiere généralise d'une certaine fagon la notion de polynéme (polynéme de
degré infini).

2) Rayon de convergence

+oo
Soit (a,) une suite réelle, on se pose la question de la convergence d’une série entiere g a,x".

n=0

Définition On appelle rayon de convergence le plus petit nombre R positif tel que pour tout |x| < R,
+oo

la série g a,x" converge.

n=0

+oo
Propriété Soit g a,x" une série entiére de rayon de convergence R, alors pour tout |z| < R, la
n=0

série est absolument convergente, et pour tout |x| > R, la série est divergente.

n

Exemple : Soit la série entiere de terme général u,, = —-
E— n!

+1 |
. . Up 11 z" n! T . Upa1 . T
D’apres la regle de d’Alembert, [tn 1] = | | = u, et donc, lim M =1 u =0
|Un| (n + 1)' |LL’”| n n—+oo ‘un| n—+oo M
pour tout x réel.
oo
.. , . N X , . .
Ainsi la série entiere g — converge pour tout x réel ; son rayon de convergence est infini : R = +o0.
“— nl
Exemple : Soit la série entiere de terme général u,, = z".
NN : U] " . . .
D’apres la regle de d’Alembert, ] = ] = |z|, et la série converge si et seulement si |z| < 1.
Up, x
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+00
Ainsi la série entiere E a™ converge pour tout réel x tel que || < 1; son rayon de convergence est

n=0
donc R = 1.
3) Propriété des séries entiéres
a) Somme

Soit deux séries entieres de termes généraux u, = a,z" et v, = b,z™ de rayons de convergence R;
et Ry, alors la série entiere de terme général w, = u, + v, = (a, + b,)x" est une série entiere de
rayon de convergence R < inf (Ry, Ry), et pour tout < R,

+oo +o0o +o0
Z a,x" + Z b’ = Z (an + by) 2"
n=0 n=0 n=0

b) Produit par un réel

Soit la série entiere de terme général u,, = a,x" de rayon de convergence R, alors le produit de
cette série entiere par le réel k est une série entiere de terme général ku,, = ka,x™ de méme rayon de
convergence, et donc, pour tout |r| < R,

“+00 “+00
n n
k g anx” = E ka,x

c) Dérivation

Soit la série entiere de terme général u,, = a,z™ de rayon de convergence R et de somme S(x).
S est continue et dérivable sur | — R; R[; la série dérivée a méme rayon de convergence et la série
peut étre dérivée terme a terme :

/

S'(x) = +Z a,x" | = i(anx")/ = +Z napa" !
n=0 n=0 n=1
Exemple :
On considere la série de terme général u, = Z—T de rayon de convergence infini, et on pose
£ m
S(z) = Z% ol la somme de cette série.
, X gn - "t R ! X zn
Alors, S'(z) = HZ:OJ :; oy :;m:;ﬁ:S@)
On en déduit que S(z) = ke®.
De plus, S(0) =1 <= k=1, d’ou, pour tout x réel, S(z) =€ = i n_r:
n=0

4) Développement en série entiére d’une fonction
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Théoreme Formule de Taylor

Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I centré en 0. Si f admet des dérivées
Jusqu’a un ordre quelconque (on dit que f est de classe C), et si ces dérivées sont
magjorées sur I par un réel M sur tout intervalle inclus dans I, alors f est développable
en série entiere sur I avec la formule de Taylor :

2 3 +oo 4
F(@) = FO) + s (0) + S (0) + /" (0) -+ S fI(0) 4o+ = > —"(0)

Exemple : Soit f(z) = e*. Pour tout x réel, f™(z) = e”, et

L N S S SR +§ooxn
"= +ae’ + ="+ ="+ ="+ =) —
2 3! n! On!

n=

Propriété Développement en série entiere des fonctions usuelles

. ¢ z" o2 z"
e =1ttt :Z%H
o B g2+l Ry p2ntl
i S T G e N
s e T § T ;( S e
R 22 +0o0 22
=l—=+—+--+ (1" = —1)"
cos e ST S s T ;( ) @
N ala—1) ala—1)(a—2) ala—1)...(a —n+1)
(L+2)" =l4ar+——F x® + 3 SR SRRNE W +
o — 1
@-nty),

=X afa—1)(a -2
:Z_%( Ja—2)

n!

Remarque :
- 1 _ 17 _ . IRV EEN 9 o . 3 . ,o. o N
e Le développement limité a 'ordre n au voisinage de 0 s’obtient en tronquant la série entiere a
l'ordre n, et en ajoutant un terme x"e(z), avec lirr(l) g(x) = 0, ou de manieére équivalente le terme
n—

O(z™) ou o(z").

e Le développement limité n’est valable qu’au voisinage d'un point (0 dans les formules). Le
développement en série entiere est quant a lui valable pour toutes les valeurs de x réel tel que

|z| < R.

e (Cas particulier important du dernier développement en série entiere

Poura=1, (1+2)*=(1+z)' =1+

Au premier ordre, on a le développement limité, pour x — 0 : (1 +2)* = 1+ ax + o(z).

1 1 1
Par exemple, pour o = 3 (14+2)2 =1+ 2z~ 1—|—§x, et pour a = —1, (1+2)% = e~ 1—x
x
Exercice 1 Déterminer les limites :
. sing 1 —coszx o 2e" — 2 — g2 ) 2471 ) e l/r 1
e lim o lim —M— o lim—— o lim—— e lim v ———
z—0 I z—0 T z—0 3 z—0 ] — (1 + x)lz T—+00 sin <
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II - Transformée en 7

Définition La transformée en z du signal discret causal défini par (x,) = (z(n)), n € IN, est la
fonction X de la variable complexe z définie par :

+oo

Remarque :

e Si le signal discret (x(n)) n’est pas causal, il faut étendre la série entiere :

+oo

e La transformée en z, X(z), est une série entiere de la variable 27!

z
Notations : On note X (z) ou (Zx) (z) la transformée en z du signal discret (x,,), ou encore Z [z(n)].

1) Transformées en z usuelles

a) Suite de Dirac
La suite de Dirac (ou suite canonique) est la suite d définie par d(0) =1
d(n) =0 pour n#0
Propriété (Zd)(z) =1
b) Dirac retardé
La suite de Dirac retardée de k (k € IN) est la suite dj, définie par { di(k) =

Propriété (Zdy) (z) = z7%

c) Echelon unité discret

—1sin>
L’échelon unité discret u est défini par u(n) =1 LT = 0 )
u(n)=0 st n<0
o 1 z
Propriété (Zu) (z) = Zz‘k = o= pour |27 <1 < |z| > 1.
o 1—2" z—1

d) Rampe unité causale

in >
La rampe unité causale est définie par r(n) = nu(n) = { g Sslinn <0 0

Propriété (Zr) (z) = ( 21) pour |z| > 1.
Z —_—
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e) Signal carré discret causal

2 .
. L e 9 _fnfsin=0
Le signal carré discret causal est défini par ¢(n) = n*u(n) = { 0 sineo
1
Propriété (Zc)(z) = éz_i)g pour |z| > 1.
f) Signal puissance discret causal
. . e n bt sinz=0
Ce signal discret causal est défini par f(n) = b"u(n) = { 0 sineo

Propriété (Z7f)(z) = Lb pour |z| > |b].
Z —_—

2) Propriétés de la transformée en z

Propriété Linéarité
Si f et g sont deux signauzx causaux discrets admettant des transformées en z, alors :

(Z(f+9) (2) = (2])(2) + (Zg)(2) et (Z(kf))(2) = k(Z]) (%)

Propriété Multiplication par a”

Sig(n) = a"f(n), alors (Zg) (2) = (2 ) <§)

Propriété Signal retardé

Sig(n) = f(n — k)u(n — k), alors (Zg) () = =7 (Zf) (2)

Propriété Signal avancée
Si h(n) = f(n+ k)u(n+ k), alors

(Zh) (2) = 2" [F(2) = £(0)2° — f(1)27" = f(2)272 — - — f(k — 1)z~ "]

En particulier :

Si h(n)=f(n+ Duln+1), (Zh)(2)
Si h(n) = f(n+2)uln+2), (Zh)(z)

2[F(z) — f(0)]

2 [F(z) = f(0) = f(1)=7]
Exercice 2 Déterminer les transformées en z des suites causales définies par :

e f(n)=(2n+ 1)u(n) e g(n) = 3"u(n) e h(n) = 3"nu(n)

e k(n) = 3"n’u(n) e l(n)=3"2(n—2)u(n — 2)

Exercice 3 Déterminer les transformées en z des signaux discrets :
e z1(n) =nu(n) e 15(n) =nu(n —1) e z3(n) = nu(n — 2)
e z4(n)=(n+ Du(n—1) e z5(n) = (n+ Du(n — 2)

Indication : on pourra écrire chaque signal x; sous la forme z;(n) = (n — a)u(n — a) + bu(n — a).
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Exercice 4 (z(n)) est une suite vérifiant la relation de récurrence suivante :

{ z(n+2)+z(n+1) — 6z(n) = nu(n)
z(0)=0, z(1)=0

Déterminer la transformée en z, notée X (z), de (z(n)).

Exercice 5 A l'aide des formules d’Euler, déterminer les transformées en z des signaux discrets
suivants :

e z1(n) = cos(n)u(n) e 15(n) = sin(n)u(n) e y1(n) = cos(nw)u(n) e yo(n) = sin(nw)u(n)
Dans les cas w = g et w = m, représenter graphiquement les signaux et donner leurs transformées
en z.

Exercice 6 A l'aide de la définition de la transformée en z et du développement en série entiere de

la fonction z — €”, donner les transformées en z des suites causales : x(n) = — et y(n) = —.
n! n!

Exercice 7 A l'aide de la définition de la transformée en z, donner les transformées en z des suites
causales représentées graphiquement ci-dessous :

o+ ’———o——-o\
/ \
/ \
R \
R ————————————-————E
—2 —1 i 2 3 4 5 ¢ "
x(n) =0 pour n >4
2__
1+ /,0\\\ /p\\
// N7 \\
— N
—2 —1 i 2 3 4 5 6 "
x(n) =0 pour n >4
2__
1__
//’\\
/ \ n
—2 -1 0~ 1/ 2 \3 /4 5 6
N\ 7/
o T K% x(n) =0 pour n >4
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-2 -1 1 2 3 4 5 6
-+ z(n) =0 pour n > 3
2__ /’\\
7 S
7 AN
T+ .
4 N
// \\
e ¢ e & >
RORER] 1 2 3 4 5 6 "

x(n) =0 pour n >4

Exercice 8 Soit f la fonction numérique causale définie par : f(t) = (1 — e ) U(2).
On échantillonne cette fonction a la période d’échantillonnage T'. Donner sa transformée en Z.
Donner son expression lorsque 1" = 0,5 seconde, T' = 2 secondes et T" = 4 secondes.

3) Transformée en z inverse

Définition Si x est un signal causal discret et si X (z) = (Zx) (z) est sa transformée en z, la suite

(x(n)), n € Z est appelée original ou transformée en z inverse de X (z).
On note (Z7'X) (n) = z(n) :

(Zz) (2) = X(2) <= (Z7'X) (n) = x(n)
Propriété e Si l'original x(n) de X(z) existe, alors elle est unique.
e Linéarité : (77} (X +VY)) = (Z Y X)+(Z7YY)) et (Z7YkX))=k(Z7HX))
Méthodes de recherche de l’original : Pour retrouver le signal discret original z(n) :

X(2) X(2)

, Ou encore 2
z

e on décompose en éléments simples X (z) ou (lorsque le degré du numérateur

de X (z) est supérieur ou égal au degré de son numérateur).
Les éléments le plus fréquemment rencontrés sont de la forme :

Ll d’original u(n) (échelon unité discret)
Z J—
z ..
p— d’original b"u(n)
5 d’original nu(n) (rampe unité causale)

(z—1)

+oo
e on développe en série entiere X (z) = g a,z" ", et on a alors simplement x(n) = a,.
n=0
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v
(z=2)(z=3)

X(z) se décompose en éléments simples suivant (faire le calcul!) : X(z) =

On écrit alors X (z) = —2z71 T ) e ().
z—2 z—=3

L’originale de
1

Exemple 1 : On recherche l'original de X (z) =

5 est 2"u(n), tandis que l'originale de © 3 est 3"u(n).

Le facteur 27" correspond & un retard de 1.
On obtient donc 'originale de X (2) : z(n) = —2" tu(n—1)+3""tu(n—1) = (=2"* + 3" Hu(n-1).

23— 3z

(z+3)(z—1)%

Le degré du numérateur étant égal a celui du dénominateur, on décompose

Exemple 2 : On recherche l'originale de X (z) =

X
(2) en éléments

simples.

1 5 3

X - e 2
On obtient (faire le calcul!) : iz> = E _21)2 + . é . + . i 3

1 =z S z 3 z
it X == — Z
ot X = G e tsio1 Teras

5 3

d’on, z(n) = —%nu(n) + gu(n) + g(—?))"u(n) = <—%n + 3 + é(—?))"> u(n)

Exercice 9 Trouver l'original de F(z) =

(|z| > 1). (Décomposer en éléments simples F'(z)).

22 —1
: o . . 1l : F(z)
Exercice 10 En utilisant une décomposition en éléments simples de F(z) ou de , trouver les
z
originaux de :
z—1 z 22
* F(z) z243 * Gz) (z—1)(z—2) * H(2) 22 —32+2
322 23
K(z)=—"" L(z) =
* K(z) 22 —2z—2 * L(2) (z—1)2%(2+4)

4) Théoreme de la valeur initiale et finale

Théoreme Lorsque les limites considérées existent :

lim f(n) = f(0) = lim (Zf)(z) (théoréme de la valeur initiale)

n—0 |z]—+o0

lim f(n)= lim(z—1)(Zf)(2) (théoréme de la valeur initiale)

n—+00 |z]—1

2
Exercice 11 On donne X(z) = = 1)(222 —y
1. A l'aide des théoremes de la valeur initiale et de la valeur finale, déterminer x(0) et lim z(n).

n—-+00

2. Déterminer l'original x(n) de X (z) et retrouver a partir de x(n) les résultats précédents.
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III - Equations récurrentes

Les équations récurrentes, aussi appelées équations aux différences (voir plus bas), sont les rela-

tions reliant les signaux discrets en entrée et sortie d'un systeme. Elles apparaissent aussi lors de la
discrétisation d’équations différentielles ou équations aux dérivées partielles.

Soit le systeme numérique ”entrée / sortie” :

() )

. La fonction de transfert H(z) d’un tel systeme, ini-
Systeme p——>—— ) . .
tialement au repos, est donnée par la relation :

Exercice 12 Soit le systeme "entrée / sortie” défini par la relation de récurrence :

s(n) = %e(n) + % s(n—1Nu(n—1),

ou u est 1’échelon unité.
On suppose que les signaux e et s admettent des transformées en z.

2
Montrer que la fonction de transfert de ce systeme est : H(z) =

2z —1°

1) Equations récurrentes d’ordre 1

Exercice 13 On considere la suite (z(n)) définie par la relation de récurrence :
z(n+1) —2z(n) = 2nu(n)
z(0) =1

On suppose que la suite (z(n)) admet une transformée en z, que I'on notera X (z).
1. Calculer z(1) et x(2).

2. En appliquant la transformation en z a 1’équation de récurrence, déterminer X (z)
3. Déterminer alors x(n), et montrer que z(n) = (=2 — 2n + 3.2") u(n).

Exercice 14 Résoudre I'équation aux différences :
{ yn+1)—yn) = (2n+ 1)u(n)
y(0) =0

2) Equations récurrentes d’ordre 2

Exercice 15 On considere la suite (z(n)) définie par la relation de récurrence :
z(n) —3z(n — 1) 4+ 2z(n — 2) = d(n)
{ z(-1)=2(-2)=0
On suppose que la suite (z(n)) admet une transformée z, que 'on notera X (z).

Y. Morel - xymaths.fr - BTS
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1. Calculer z(0) et z(1).
2. En appliquant la transformation en z a I’équation de récurrence, déterminer X (z).

3. Déterminer alors x(n), et montrer que (z(n)) est la suite causale telle que u(n) = —1 + 2"+,

Exercice 16 On considere la suite causale (y(n)) définie par la relation de récurrence :
{ yn+2)—3y(n+1)+2y(n) =d(n)
y(0) =y(1) =0
On suppose que la suite (y(n)) admet une transformée z, que I'on notera Y'(z).

1. En appliquant la transformation en z a I’équation de récurrence, déterminer Y (z).
2. En déduire que y(n) = (=1 4+ 2" u(n — 1).

Exercice 17 Soit 1’équation aux différences :
{ y(n) =2y(n—1) +y(n —2) = u(n)
y(0)=0
ou y est un signal causal discret, et u I’échelon unité.

1. Calculer y(0), y(1) et y(2).
2. On pose Y (z) = Z(y(n)).

En appliquant la transformée en z aux 2 membres de I’équation, montrer que Y (z) = ( ek
Z —

3. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que 22 = a(z +1) +b(z — 1) + c(z — 1)2
4. En déduire y(n).

3) Equations récurrentes couplées

Exercice 18 On consideére les suites causales de nombres réels (uy,)nez €t (v,)nez définies ainsi :

{ w(0) = 1 u(n+1) = 2u(n) — Zu(n)

et, pour tout entier n > 0, (5) g’ ?

v(0) =—1 vin+1) = éu(n) — gv(n)

le but de I'exercice est de déterminer les expressions de u(n) et v(n) en fonction de n, et d’étudier la
convergence des suites (uy,,) et (vy,).
1. Calculer les trois premiers termes de chaque suite.
2. On notera respectivement U(z) et V(z) les transformées en z de u(n) et v(n).
Appliquer la transformée en z au systeme (.5).

3. Résoudre ce systeme et montrer que

2(6z 4 17) 2(13 — 62)
U(z) = = .
= e+ ¢ Y- m e
4. Décomposer en éléments simples U(z) et M

z z
5. Déterminer alors les expressions de u(n) et de (v(n) en ofnction de n.

Retrouver les résultats de la question 1.

6. Déterminer la limite de chacune de ces suites quand n tend vers 4oc.
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IV - Discrétisation d’équations différentielle

f(to+h) — f(to)
h

A lalimite h — 0, on obtient le nombre dérivé de f en ¢, (8'il existe) : f'(¢o)

Rappel Le taux d’accroissement d’une fonction en ¢ est 7(h) =

f(to+h) — f(to)

= jim h '

On échantillonne la fonction f a la période T, et on pose y(n) = f(nT).
T+T)— T nTr) — T 1) —
On a alors, f'(nT) ~ f(nT + T) f(nT) = fl(n+ )T) f(nT) = y(n+ % y(n)j I’approxi-

mation étant d’autant meilleure que 7" — 0.

De la méme fagon, on peut approximer la dérivée seconde :

riary o L DD 2 FOT) |yt 2) = 20041) 44t

Ces méthodes d’approximations, tres utilisées de nos jours, sont aussi connues sous le nom de
’ )
méthode des ”différences finies”.

y"(t) +3y'(t) + 2y(t) = 0

Exercice 19 Soit I’équation différentielle (£) {
y(0)=0; y(0)=1

dans laquelle y est une fonction causale.
1. Résoudre cette équation, et montrer que y(t) = (e=* — e 2)U(t).

2. a) On discrétise cette équation a la période d’échantillonnage 7. On utilise alors les approxi-
mations des dérivées :

y(n+1) —y(n)
T

_yn+2)=2y(n+1)+yn)

y'(nT) ~ et ¢’ (nT) ~ T2

Montrer que I'on obtient la relation de récurrence :
y(n+2) + (3T —2)y(n + 1) + (2T°% = 3T + 1)y(n) =0

b) Montrer que les deux premieres termes de la suite sont y(0) = 0 et y(1) =T

¢) Déterminer I'expression de la transformée en z, que 'on notera Y (z) de y(n).
2T

224+ 2(—2+37)+ (1 - 3T +27?)
d) Montrer que les poles (racines du dédnominateur) de Y'(z) sont 1 — T et 1 — 27T,

Montrer que Y (z) =

En déduire I'expression de Y (z) :

, 1-=T)z 4 (2T —-1)z

R R =T

e) Montrer alors que l'originale y(n) de Y (2) est : y(n) = (1 = T)" — (1 — 27)") u(n).
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Compléter le tableau suivant en arrondissant les valeurs & 1072 pres :

I 0 0,1 0,5 1
y(t)
n
T=0,1
y(n)
n
T =0,01
y(n)
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