Séries de Fourier - Calculs fondamentaux

I - Série de Fourier associée a une fonction f

La série de Fourier associée a une fonction f, périodique de période T, s’écrit :

+o00
S(t) =ag+ Z a, cos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1

2m
ou la pulsation w est reliée a la période T par la relation w = —.

Déterminer la décomposition de la fonction f en série de Fourier revient a déterminer les coefficients
ap (valeur moyenne de f), et pour n > 1, a, et b,, donnés par :

1 a+T
w“ =7 /a oL
a+T
a, = T/ f(t) cos (nwT) dt
Oéoz—i—T
b, = T/ f(t)sin (nwT) dt
pour un réel o quelconque.

1) 1°" exemple complet

Soit la fonction f périodique de période 27 définie par

41 =31 —21 —71 O T 2I7r 3I7r 4I77

Représentation graphique de la fonction f

Calcul des coefficients de la série de Fourier : La période de f est T'= 27, soit une pulsation
2

w=— =1
T

a) Valeur moyenne de [ : coefficient a,

La valeur moyenne de f est :
I 1 [ 1
aoz—/ ft)dt = — flt)dt=—I
T Jo

2m Jo 2m
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Comme la fonction est définie par morceaux sur [0; 27], on décompose aussi I'intégrale I en 2 morceaux
(relation de Chasles pour les intégrales) :

1
Ainsi, ag = — x 0=0.
2m

Remarque : La fonction f étant impaire, on a directement aq = 0, résultat que I’on retrouve ici. . .

b) Coefficients a,

Pour les autres coefficients :

/ f(t) cos(nwt) dt = 227r f(t) cos(nt) dt = %In

On procede de la méme fagon pour calculer I, :

2w

I, = f(t) cos(nt)dt

0
= /W f(t) cos(nt) dt +/ f(t) cos(nt) dt
0
2T

_ /0 “lcosnt)dt + / cos(nt) dt
_ /O " cos(nt) dt / " cos(nt) dt
R

= [sin(nm) —sin(©)] = [sin(2nm) — sin(n)|

1
or, pour tout entier n > 1, sin(nn) = sin(2nw) = 0, d’ou, I, = 0, et donc a,, = =1, =0
T

Remarque : La fonction f étant impaire, on a aussi directement a, = 0, résultat que I'on retrouve
aussi ici. . .

c) Coefficients b,

/ f(t) sin(nwt) dt = 2 f( ) sin(nt) dt = 1Jn

_27T T
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On procede de la méme facon pour calculer J, :

5, = /0 " F(t) sin(nt) dt

= /Oﬂ f@t) sin(nt)dt  +

= / 1 sin(nt) dt

0

= / sin(nt) dt -
0

= [—% cos(nt)] Z -

2w

f(t) sin(nt) dt

2w

(—1) sin(nt) dt

2m
sin(nt) dt

2

% os(nt)]

s

_|_
T T— T T

[cos(mr) — cos(O)] +E [cos(?mr) - cos(mr)}

or, pour tout entier n > 1, cos(2nm) = cos(0) = 1 d’ou,

Iy = ! (cos(mr) - 1) +

n

l (1 — cos(mr)) = 2 (1 — cos(mr))

n n

1 2
et donc b, = —J,, = — (1 — cos(mr))

™ nm

d) Série de Fourier de la fonction f

La série de Fourier associée a la fonction f s’écrit ainsi :

+oo
S(t) =ag+ Z a,, cos(nwt) + by, sin(nwt)
n=1
+00 92
=0+ ; 0 x cos(nt) + — (1 — cos(mr)) sin(nt)

== Z (1 — cos( mr)) sin(nt)

e) Remarque sur la parité de la fonction et ses conséquences

— en remarquant dés le début que f est impaire, les calculs peuvent s’effectuer plus rapidement
et simplement en employant les formules adaptées des coefficients ag et a, (alors directement
égaux a 0, sans calculs), et de b,.

(voir le cours et l'expression des coefficients de Fourier pour une fonction paire ou impaire;
attention, ces expressions ne sont pas dans le formulaire du BTS).

— on peut aller un peu plus loin en remarquant que pour tout entier n > 1, cos(nm) = (—1)", et
ainsi que les coefficients b, de rarig pair, n = 2p+ 1, sont nuls et que ceux de rang impair valent

lus simplement b = — = .
p p 2p+1 W+ 1
La série de Fourier s’écrit alors :

S(t)z—z

sm (2p+1)t)
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II - Les calculs incontournables

Le calcul des coefficients de Fourier d’une fonction quelconque f se ramene généralement (du moins
pour le programme du BTS) aux calculs suivants (& des coefficients multiplicatifs pres) :

b b
In:/ cos(nwt) dt e, Jn:/ sin(nwt) dt

et
b b
U, = / t cos(nwt)dt et, V, = / t sin(nwt) dt
ainsi que (plus rarement, mais & savoir calculer néanmoins)
b b
Y, = / t? cos(nwt) dt et, Z, = / t* sin(nwt) dt
Bien évidemment, ces calculs ne sont pas a connaitre par ceeur, par contre il faut savoir les effectuer
sans hésiter !
1) Calculs de [, et J,

b b
In:/ cos(nwt) dt et Jn:/ sin(nwt) dt

Ces calculs ont déja été effectués lors des calculs des coefficients de Fourier du 1¢ exemple.

On connait ici directement des primitives de cos(nwt) et sin(nwt) :

I, = /ab cos(nwt) dt = [% sin(nwt)}z = % [sin(nwt)]z = % [sin(nwb) - sin(nwa)]
I, = /ab sin(nwt) dt = [—% cos(nwt)l)T = —% [cos(nwt)]z = —% [cos(nwb) - cos(nwa)}

Calculer, pour tout entier n > 1,

Exemple :
I, = /2 cos (3nt) dt et J, = / sin (3nt) dt .
0 0

Correction : Une primitive de cos(3nt) est an sin(3nt), et donc
n

3 1. 3 1 /. T , 1 . ™
- ]0 n [ sin(3nt) ]0 =3 (sm (3715) — sm(())) = 3, sin (3715)

car sin(0) = 0.

De méme, une primitive de sin(3nt) est ;— cos(3nt), et donc
n

-1 7 —1 3 -1 T -1 T
Ip = —ncos(?mt) ]0 =3, [ cos(3nt) }0 =3, (cos <3n§> — cos(O)) =3, (cos <3n§> — 1)
car cos(0) = 1.
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2) Calculs de U, et V,

b b
U, = / t cos(nwt)dt et, V, = / t sin(nwt) dt

On peut ici (et doit...) utiliser une intégration par parties, dont on rappelle la formule générale :

b b b
/uv':[uv} —/u'v
a a a

L’idée est de dériver le ”t” dans les intégrales U,, et V,, afin de se retrouver avec des intégrales plus
simples du type de I, et J,.

a) Calcul de U,

b b
On integre donc par parties U,, : U, = / t cos(nwt) dt = / uv

u(t) =t w(t) =1
avec soit, 1
V'(t) = cos(nwt) v(t) = — sin(nwt)
nw

et ainsi,

b b
/ t cos(nwt) dt = / wv

1 bt
[ t— sin(nwt) ] - / 1 — sin(nwt) dt
nw a  J, nw
b 1 [P
= [ t sin(nwt) ] — — [ sin(nwt)dt
nw a nw J,

et il n'y a plus qu’a calculer la derniere intégrale qui n’est autre que J,, dont le calcul est détaillé
dans le paragraphe précédent.

Exemple : Calculer, pour tout entier n > 1, U, = / t cos(nt) dt.
0

u(t) =t u'(t) =1

Correction : On integre U,, par partie, en posant soit, 1
v’(t = cos(nt) v(t) = —sin(nt)
n
U, :/ uv/— W u' v
0 0
1 & 1
_ [t—sin(nt)] —/ 1 x L gin(nt) dt
n 0 0 n
~ (sinor) —sin(0)) — - [ sinur) d
= —(sin(nm) — sin S sin(n
n n Jo
1
or, sin(nm) = sin(0) = 0, et une primitive de sin(nt) est —— cos(nt), d’ou,
n
Un == [ sint) dt = [~ costnt) | = = (cos(im) = cos(0)) = = (cos(nm) 1)
Y = —— sin(n =——| ——cos(n = cos(nm) — cos = cos(nm
n Jo nl n 0o n? n?

Y. Morel - xymaths.free.fr Séries de Fourier - Calculs fondamentaux - 5/11


xymaths.free.fr

car cos(0) = 1.
On pourrait aller un peu plus loin en remarquant que cos(nw) = 1 si n est pair, et cos(nm) = —1

1
si m est impair, et donc, en résumé, cos(nr) = (—1)", dou U, = — ((—1)” — 1).
n
b) Calcul de V,
b b
De méme pour V,,, on integre donc par parties : V,, = / t sin(nwt) dt = / uv'
/ —
u(t) =t u'(t) =1

avec soit, 1 et ainsi,
V'(t) = sin(nwt) v(t) = — cos(nwt)
nw

b b
Uy, :/ tsin(nwt)dt:/ uv'

o] [
|

1 A
= | —t— cos(nwt) } —/ 1 — cos(nwt) dt
nw a a nw
1 S
=—— [ t cos(nwt) } + — [ cos(nwt) dt
nw a nw Jg,

et il n’y a plus qu’a calculer la derniere intégrale qui n’est autre que I, dont le calcul est détaillé
dans le paragraphe précédent.

Exemple : Calculer, pour tout entier n > 1, U, = / t sin(nt) dt.
0

() =1
u(t) =t u'(t) =
Correction : On integre U,, par partie, en posant soit, 1
V'(t) = sin(nt) v(t) = —— cos(nt)
n
U, :/ uv' = [uv]w—/ u'v
0 0 0
—1 ™ T —1
= [t— cos(nt) } —/ 1 x — cos(nt) dt
n o Jo n
1 1 [7
= —— <cos(n7r) — cos(O)) + — [ cos(nt)dt
n n Jo
1
or, cos(0) = 1, et une primitive de cos(nt) est — sin(nt), d’ou,
n
Uy = — (cos(nm)—1 )+ L sin(nt) | = T (cos(nm)~1) +— (sin(nm) ~sin(0) ) =~ (cos(nm) 1)
= —— | cos(nm)— —| —sin(n = ——|(cos(nm)— — ( sin(nm)—sin = ——(cos(nm)—
n nln 0 n n? n

car sin(nm) = sin(0) = 0.

3) Calculs deY, et Z,
Pour le calcul de Y, et Z,,,

b b
Y, = / t? cos(nwt) dt et, Z, = / t? sin(nwt) dt
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on utilise une double intégration par parties (c’est-a-dire deux intégrations par parties successives,

I'une apres l'autre) :
b b
Y, = / t* cos(nwt) dt = / uv'

u(t) = t2 u'(t) =2t
avec soit, 1
v'(t) = cos(nwt) v(t) = — sin(nwt)
nw
et ainsi,

b b
Y, :/ t? cos(nwt) dt = /uv'
[uv} /

1 b1
= t2 — sm nwt)] - / 2t — sin(nwt) dt
a a nw
b 2 b
= [ t? sm(nwt)] — — [ tsin(nwt)dt
nw a  nw J,

et il ne reste plus qu’a calculer la derniere intégrale qui n’est autre que V,,, calculée dans le paragraphe
précédent.

IIT - 2°m¢ exemple complet

Soit la fonction f, périodique de période 2, définie par f(t) =

| ]
=~
I 1
w
| ]
[\
I
—_
@)
—
o+
w
I

Représentation graphique de la fonction f

a) Calcul de la valeur moyenne de f : coefficient q

= [awa= [ =

La valeur moyenne de f est :
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avec,

o\Hc\

2
(t41)dt +/ 2dt
1

=[] [
- %[22—12] +2[2—1]
)l
7
)
ainsi, aozélzg.

b) Calcul des coefficients a,

/ f(t) cos(nwt) dt

avec la période T' = 2 et donc la pulsation w = T =,

= %/0 f(t) cos(nmt) dt = /0 f(t) cos(nmt) dt

On décompose l'intégrale en utilisant la définition par morceaux de f :

2
a, = / f(t) cos(nmt)dt + [ f(t) cos(nmt)dt

= /(t—i—l)cosmrt ) dt +/ 2 cos(nmt) d
0 1

2

1
= / (t+1) cos(nmt)dt +2 [ cos(nnt)dt
0 1

= A, +2 B,

L’intégrale A,, se calcule en utilisant une intégration par parties (cf. calcul de I'intégrale U,,), tandis
que B, s’integre directement en utilisant une primitive de cos(nnt) (cf. calcul de l'intégrale I,,) :

A, = [(t + 1)i sin(mrt)] - /01 L sin(nt) dt

nm 0 nm
1y , L I
= _(t +1) sm(mrt)] 0o Tnr )y sin(nmt) dt
17 1 -1 1
= _2 sin(nm) — sin(O)] o [E cos(mrt)} ,
L 0 O} +—= [cos(mr) - cos(O)]
nm L n?m
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(1) — 1

or, pour tout entier n, cos(nm) = (—1)", d’'ou 4,, = 5
n?m

B, = /12 cos(nmt) dt = [ L sin(nt) r: S [sin(er) —sin(nm)| =0

nmw 1 nm

car, pour tout entier n, sin(2n7) = sin(nn) = 0.
Au final,
(=" -1

a, = A, + 2B, = 2

c) Calcul des coefficients b,

De méme que pour les coefficients a,,,

by — % /0 F(t) sin(nrt) dt = /0 F(t) sin(nrt) dt

On décompose 'intégrale en utilisant la définition par morceaux de f :
1 2
b, = / f(t) sin(nwt) dt +/ f(t) sin(nnt) dt
0 1
2

_ /0 (1) sin(nrtydt + / 2 sin(nrt) dt

1

1 2

= / (t + 1) sin(nnt) dt +2/ sin(nmt) dt
0 1

= Chn +2D,

L’intégrale C,, se calcule en utilisant une intégration par parties (cf. calcul de 'intégrale V},), tandis
que D, s’integre directement en utilisant une primitive de sin(nzt) (cf. calcul de I'intégrale J,) :

1

1 1 _
C, = [(t + 1)E cos(mrt)} A A cos(nmt) dt
—17 ! I
= —|(t+1) cos(mrt)} +— [ cos(nrt)dt
nm L 0 nt Jo
1y 171 1
= _2 cos(nm) — cos(O)} +% [% sm(mrt)] .
- B cos(nm) — 1] + ! [sin(mr) — sin(O)}
nm L n?m?

~1 1—2(=1)"

or, pour tout entier n, sin(nm) = sin(0) = 0, d’ou C,, = 32 (2cos(nm) —1) = o
2

-1 2 1 1) -1
D, = / sin(nmt) dt = [ — cos(nmt) ] = — [cos(?mr) - cos(mr)} = =)=t

1 nw 1 nw nw

Au final,
1=2(-1)" 1—-(=1)"
b= C, + 2D, = 12D H1= ()
n2mw nm
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IV - Exercice

Soit la fonction f, m-périodique, définie par f(t) = - -
5 si 5 <t<m
1. Donner la représentation graphique de f sur lintervalle [—27; 27].
2. Détermination de la décomposition en série de Fourier de f :

a. Calculer la valeur moyenne aq de f.

b. Calculer les coefficients a,, n > 1.

c. Calculer les coefficients b, n > 1.

3. Calculer la valeur efficace de f.

Correction :

1. On représente d’abord f sur [0; 7] & I’aide de la définition par morceaux de f, puis on compleéte
par périodicité sur [—27; 0] et sur [m; 27]

a4

C
27 _3r - _
2

us
2

INJE
IEE
3 ¢
w
3
)
=)

Représentation graphique de la fonction f

2
2. La période de f est T'= m, et sa pulsation w = % =2.

a.

T T
aoz%/o f(t)dt:%/o f(t)dt:%I

avec x
I :/ f(t)dt:/2tdt+/ Tt
0 0 z 2
(51530
“Ll2Jo 2Ll s

. 1 . 3
Ainsi, ag = —1, soit |ag = —|.
T 8

b. Pour tout entier n > 1,

ap = %/OT f(t) cos(nwt) dt = %/OW f(t) cos(2nt) dt = %J

avec,
s

J= /0 " F () cos(2nt) di — /0 * tcos(2nt) dt + / gcos@nt) dt

jus
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La premiere intégrale se calcule en utilisant une intégration par parties :

z 1 = 51
/2 tcos(2nt)dt = [tQ_ sin(2nt)] - /2 o sin(2nt) dt
0

0 n 0 n

= % [g sin <2ng> — 0] — % [;—; COS(2mL)]

[cos(2n7r) - cos(mr)}

™

ISIE]

" sin (nm) +
= — S1n (nm —_—
4n 4n?2

or, pour tout entier n, sin(nm) = 0, et cos(2nw) = 1,

z 1
et ainsi, /02 t cos(2nt) dt = e (1 — cos(n))
Par ailleurs,

n z n

™ 1 s
/72r g cos(2nt) dt = g[Q_ sin(2nt)] = 4£ [sin(2n7r) - sin(mr] =0

car, pour tout entier n, sin(2nm) = sin(nw) = 0.

1 11 1
Au final, a, = ;J =i (1 — cos(nm)), soit |a, = P

(1 — cos(nm)) |.

c¢. De méme que précédemment,

1 (" , 1" ,
b, = ?/0 f(t) sin(nwt) dt = ;/0 f(t) sin(2nt) dt

avec,

/07r f(t) sin(2nt) dt = /02 t sin(2nt) dt + /Wg sin(2nt) dt

jus

—1 5 31 —1 m
= [tQ_ cos(Qnt)]O2 - /02 2—cos(2nt) dt + g [2— Cos(2nt)} _

pi
n n B

N cos(nmw) — 0| + NS sin(2nt) P cos(2nm) — cos(nm)
[ } 0o 4n

4dn 2n L2n
= ;—;T cos(nm) +0 — % (1 —cos(nm)) = —%

car, sin(nm) = sin(0) = 0, et cos(2nm) = 1.

1— 1
Au final, b, = ——W, soit | b, = ——|.
T 4n in

3. La valeur efficace p est donnée par :

1 [ 3 O} N 2 w] s
“a\l2 AL 2l) T !
2 T
Ainsi, la valeur efficace de fest|u=14/—=—=|

Y. Morel - xymaths.free.fr Séries de Fourier - Calculs fondamentaux - 11/11


xymaths.free.fr

	Série de Fourier associée à une fonction f
	1er exemple complet
	Valeur moyenne de f: coefficient a0
	Coefficients an
	Coefficients bn
	Série de Fourier de la fonction f
	Remarque sur la parité de la fonction et ses conséquences


	Les calculs incontournables
	Calculs de In et Jn
	Calculs de Un et Vn
	Calcul de Un
	Calcul de Vn

	Calculs de Yn et Zn

	2ème exemple complet
	Calcul de la valeur moyenne de f: coefficient a0
	Calcul des coefficients an
	Calcul des coefficients bn


	Exercice

